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摘 要

本文基于泛系数学研究和一般事物机理分析为需要
,

讨沦了二元关系对多元关系的传 递 性
,

引进一种被叫作
“

g- 传递性
”

的广义传递概念
,

考察 了它灼基本性质
.

9- 传递性不但是普通 传递

性
、

拟传递性
、

半序
、

拟半序等泛序成念
一

。推广
,

还包容闭性
、

凸性
、

拓扑
、

对偶性等 基 本概念

为其特例
,

从而表明这一概念的普适性
.

关健词 泛系理论 关系 泛序 序 传递性 拟传递性 g 一传递性

一
、

引 言

如所周知
,

拓扑
、

代数和序是数学的三大墓本结构
,

在这三块基石上可以构筑起现代数

学的巍峨大厦
.

传统数学中序结构是指 自反的
、

反刘
一

称的和传递的二元关系
,

其中传递性是

序 概念的关键
.

泛系理论从自身具体深入的数学研究中
【”

、

更从用泛系观去探踪世界万物机

理的独特视角中
【2 ’,

感悟到序概念的重要性和广 泛性
,

认为传统数学的传递性和序定义是过

于单一和简化
,

因而从多个 角度对它们进行了补充
、

推广和发展
,

开展了一系列卓有成效的

工作
￡’“ “’,

并最后将数学序概念泛化为十二大泛系关系之一的泛序概念
〔2 , 3 , .

但迄今为止
,

对泛序的讨论还局限于二元关系
.

尽管二元关系在广义系统和关系结构中

是最基本的
,

但世界的本质是多元的
.

在许许 多多的情况下
,

多元关系并不能简单地约 化成

二元关系
.

因此有必要发展多元关系的或带多元关系性的序概念
.

我们这里且以一个简单直

观的逻辑推理为例来说明这种推广的必要性
: 由条件A 可推出结论B和结论 C

,

由条件 B 加

条件C (而不是单纯地由条件B 或单纯地由条件 C ) 可推出结论 D
.

由以上假设
,

显然 地
,

我们可得到
“

由条件A 可推出结论D
”

的论断
.

这个论断实际上表现出的是一种推理的传递

性
,

从而是一种有序性
.

但这种实际的传递性是有悖于传统的传递性数学定义的
,

目前 也未

见已有的泛序研究 曾对此类情况加以讨论
.

有鉴于此
,

本文提出了一种命名为
“ g 一传递性

”

的泛序概念
,

传统的传递性定义和现有的

各种泛序概念均可作为其特例而被包容在内
,

并可拟化如上逻辑推理中的多元关系 传 递性
.

此外
,

我们还可看到
,

数学中的闭性
、

凸性
、

拓扑
、

对偶性等诸多基本 概念实际上也是一种

特殊的g 一传递性
,

从而表明该种泛序概念的普适性
.

份

吴学谋推荐
。
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二
、

g 一

传递性

定义 设A
、

B 是两个非空集合
, ,
是一个大于等于 2的正整数

,

fc A x B
, g c A

“ .

如果

对 V a , , a Z ,
⋯

, a , _ l , a ,

〔A 和b〔B
,

由 (
a : ,

b )
,

(
a : ,

b)
,

⋯
,

(
a . _ : ,

b )〔 f和 (
a l , a : ,

⋯
,

a 一 _ , , a ”

)〔g ,

均有 (a
。 ,

b )〔f
,

则称f是少传递的
.

由上定义可见
,

g 一传递性概念讨论的是二元关系了对多元关系g 的传递性
.

对照传统的二

元关系传递定义
: 称集合

‘

4上的二元关系f是传递的
,

如果对 V a ,
b

, “〔 A
,

只要 (
a ,

b)
,

(b
, “)〔f

,

均有 (a
, 。)〔f

,

新传递性显见有实质性的推广
.

只要对g 加上各种限制
, g 一传

递性便显生为普通传递性
、

半序性
、

全序性
、

拟传递性
、

拟半序性等各色特定泛序
.

为叙述简洁起见
,

我们采用泛系理论的 习用记 号
【“’: 设 f是给定集合A 上的二元关系

,

则 用 I = 笼(x
,

x) ix 〔 A }
,

R 〔A ) = 王f }I已了}
,

S
“

〔A ) ~ 差flf n f
一 ‘
c= 几

,

T 【A )= 王f以
Z

c=

f }
,

T 。[A ) = {f l(f 一 f
一 ‘

)
“ ,

(f 一 f
一 ‘
)

o

(f 自f
一 ‘

)
,

(f 门j
一 ,

)
o

(f 一j
一 ’

)c= f }
,

L [A )= R [A )

门S
。

[A )门T [A )
,

L
。

[A ) = R [A )门T [A )
,

L 。[A )= R [ A )门T 。〔A ) 分别表示对角
、

自反
、

反对称
、

传递
、

拟传递
、

半序
、

半半序
、

拟半序二元关系类
,

其中
。

表示二元关 系 的合成运

算
.

我们有下述结论
:

定理 2
.

l f〔 T 〔A )当且仅当了是 f
一

七传递的
.

定理2
.

2 f〔 T
。

〔月)当且仅当f是 (f
一 ’ 一 j)

一
传递的且 f

一 ’

是 (f 一 f
一 ‘

)一传递的
.

作为例子
,

我们来证明定理2
.

2
.

定理2
.

2的证明 必要性
.

设 f〔T 。 [A )
,

要证对 V a l, a Z , a 3

〔 A
,

(i)只 要 (a l , a ,

) 〔

f和 (a , , a :

)〔f
一

七f
,

便有 (
a : , a s

)〔f和 (1 1)只要 (
a , , a 3

)〔f
一 ‘,

(
a , , a :

) 〔 f一 j
一’,

便 有

(a : , a s

)〔j
一 , .

事实上
,

(i)因为 (
a l , a :

)〔f
一 ’一 f

,

所 以 (
a : , a ;

)〔 (f
一 ’一 f )

一 ‘
= f一 f

一 ’ .

又因为 (
a l , a 3

)〔 f
,

则或者 (
a l , a 3

)诺f
一 ’,

从而 (
a l , a 3

)〔 f一f
一 ’,

进 而 (a
Z , a 3

) 〔 (f一

f
一 ,

)
‘: , , 或者 (

a ; , a 3

)〔f
一 ‘,

从而(
a , , a 3

)〔f门f
一 ‘,

进而(
a : , a s

)〔 (f 一 f
一 ‘
)

O

(f自f
一 ‘
)

.

但

因为f〔T 。 [A )
,

所以 (f 一 f
一 ’

)‘
2 、,

(f一 f
一 ‘

)
o

(f 门f
一‘

) c= f
,

所以 (
a : , a 3

)〔f
,

即f是 (f
一 ‘
一

f )
一
传递的

.

(11)因为 (
a , , a 3

)〔f
一 ‘,

所以 (
a 3 , a ,

)任 f
.

这时或者 (a
: , a l

)诺f
一 ’ ,

从而 (a
3 ,

a ,
)〔j 一 f

一 ‘,

结合 已知 (
a l , a :

)〔 f一 f
一 ’,

便有 (
a 。, a :

)〔 (f一 f
一 ‘

)
‘2 、, 或者 (

a 3 , a ,
)〔f

一 ’,

从而(
a s , a , )〔f n f

一 , ,

结合 (a ; , a :

)任f 一 f
一 ‘,

便 有 (
a 3 , a :

)〔 (f 门f
一‘

)
o

(f 一 f
一 ‘

)
.

但因

为f〔T 。[A )
,

所以 (f一 f
一 ,
)
‘2 , ,

(f门f
一‘
)

o

(f一 f
一 ‘
)c= f

,

从而(
a 3 , a Z

)〔f
,

即 (
a z , a 3

) 〔

j
一 ’,

亦即f
一 ’
是 (j一 f

一 ‘
)一传递的

.

充分性 设了是 (f
一 ’一 f )

一
传递的

,

f
一 ’

是 (了一 广
’
)一传递 的

,

要证 (j 一 f
一 ’

)
‘2 , ,

(f一了
一 ,

)
o

(j n f
一 ,
)

,

(j门f
一‘
)

O

(j 一f
一 ‘
)c= f

.

(i)设对
a , , a Z

〔A
,

(
。 1 , a :

)〔 (f 一j
一 ‘
)
‘2 , .

这时 〕a :

〔A
,

使 (a l , a 3

)
,

(a
s , a :

)任f一 f
一 ’ .

所以有 (a
3 , a :

)〔f
,

(a
3 , a ;

)〔 (f 一 f
一 ’

)
一 ’

= f
一 ’一 f

.

但

因为了是(了
一 , 一了)

一
传递的

,

所以 (
a l , a :

)〔f
.

由 a l , 。 :
的任意性

,

便有 (f一 f
一 ,

)
‘“‘

c 了,

(11)设对
a l , a :

〔A
,

(a l , a :

)〔 (f一 f
一 ‘

)
o

(f 门f
一 ‘)

.

这时便 3 a 3

〔 A
,

使 (a ; , a :

)〔j 一f
一 , ,

(
a 3 , a :

)〔f 门f
一’ .

所以 (
a 3 , a Z

)〔f
,

(
a 3 , a l

)任f
一 ‘一 f

.

但因为j是 (f
一 ‘一f )

一
传递的

,

所

以 (
a l , “ 2

)〔 f
.

由 a l , a :

的任意性
,

便有 (j 一 f
一 ‘

)
o

(f n f
一 ‘)c= f , (111) 设 对

a ; , a : 〔A
,

(
a , , a :

)〔 (f门f
一 ‘

)
O

(j一 f
一 ’)

.

这时便 习a 。〔A
,

使(
a : , a s

)〔j o f
一 ‘,

(
a s , a :

)〔f一 f
一 , ,

因为j
一‘
是 (j一f

一 ‘
)
一
传递的

,

由(a
s , a :

)C f
一 ,
和(a

: , a :

)〔f一 f
一 , ,

立得(a
: , a :

)〔f
一 ‘,

即
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(
a , , a : )〔f

。

由 a : , “:
的任意性

,

便有 (f 自f
一 ‘

)
o

(f一 f
一 ‘

) c= f
.

综上 (i)(11)(111)
,

便知f〔

T 。
【A )

.

证毕
.

既然作为序关系最本质的传递性已得到推广
,

那 么只要再对 f限以 自反性
、

反对称性
、

完全性
,

便自然可以相应推广半半序
、

半序
、

全厅
、

拟半序等一系列序概念
.

这里我们不再

一一细加讨论了
.

从泛系观看来
, g 一传递性表现出来的其实不仅仅是一种有序性

,

更是二元关系f 对多元

关系g 这种限定的广义对称性
.

我们只要对g 的定义方式稍加修正
,

并对f和 g 予以特化限定
,

那么数学中的闭性
、

凸性
、

对偶性
、

拓扑等诸多最基本同时也是最重要的概念就等同于我们

的g 一传递性了
。

先看凸性
.

记R
“

为
n
维实向量空间

,
A c= R

“ .

定义f c R
”
X {A }为

:
对 V x 〔 R

‘ ,

(x
,
A )

〔f 当且仅当 x 〔A , 定义 g c= (尸
”

)
“

为
:
对 V x ! ,

x Z , x 3
任R

” ,

(x
, , x Z , x 3

)〔g 当 且仅当

日元〔 [0
, 1〕

,

(1一幻 x , + 几x
Z
= x 3 .

在对f和 g 作了这样的特化限定后
,

我们便有
: 月是 凸集的

充要条件为j是g 一传递的
.

再看闭性
.

我们先对g 一传递性定义中 g 的规定予以拓广
.

设 I是一个非空集合
,

记 A 个I

= {h }h
: I, A }( 见〔2 1)

, g c= A 个1
.

显见当I = N
。

= {1
,

2 ,

⋯
, , }时

,

g 即还原为
, 元关系

,

当

了是无穷集时
, 夕则为

“

无穷元
”

关系
.

这样当我们把 g 一传递性定义中
n元关系g 用更普适的g c

A 个I取代后 (其它表述只要略作修改 )
,

就可 以得到更宽泛的传递性概念
.

现在我们取f的

定义同上凸性
,

再取I = N x {s } = { 1 , 2 ,

⋯
, s }

,

定义夕二 R
”

个I为
:
对 V x l , x : ,

⋯
, X 。

〔R
, ,

俩
,

跳
,

一 x0) 〔“当且仅当恕
产

子一 x0
·

我们不难看出
,

A 是闭集的充要条件为f 是g 一传递

的
.

类似的处理方式可以用来讨论拓扑
.

没 S 是一非空集 合
, : c 尸 (S )

,
S

,
必〔 : ,

这 里

尸(S) 是 S的幂集
.

定义f c= 尸(S ) X {: }为
:
对V A 〔尸(S )

,

(A
,

动 〔f 当且仅当 A 〔勺 定

义夕
Ic= (P (S ))

3
为

:
对V A

、

B
、

C任P (S )
,

(A
,

B
,

C )〔夕
1 当且仅当A 门B = C一 定义夕

:
为

:

对V A ‘
(A

‘任I c= p (S ))
,

B 任p (S )
,

(A
‘

(A
‘

〔I)
,

B )〔夕
:

当且仅当 U A ‘
(A

‘
〔I) = B

.

于是我

们有
: r 是S的拓扑的充要条件是 f是9 1一和协一

传递的
.

我们最后再来看一个对偶性的例子
.

由 M in k o w s ki 和 F a r k as 得到并 以 后者命名

的 F a r k a s 引理〔7 ’揭示了 n 维实向量空间的对偶本质
,

是建立线性规划对偶理论的 基本定

理
.

Far k as 引理说
:

设A是一m X n
实矩阵

,

b任R
” ,

则对 V 夕〔R
, ,

沟 > 0 ,

使 b勺> o 的充

要条件是 3 p 〔R “ , p > 0 ,

使 A , p 一 b
.

这引理的充分性实质是一种 g 一传递性
.

我们 只要定

义f c= (R
,

)
2

为
:
对 V x , , 〔R

, ,

(x 、夕)〔f当且仅当粉》 0 , 定义 g C (R
,

)
, + ‘
为

:
对 V x : ,

介
,
⋯

,

x . , x . , ;〔R
. ,

(x
, , x : ,

⋯
, x . , x . , 1

)〔g 当且仅当 刁p 〔R 价
, p > o ,

使 (x l , x : ,
⋯

, x .
)p

, =

x . + 1 .

记 A的行向量为
a , , a : ,

⋯
, a . ,

于是 F a r k a s 引理的充分性即是说
,

如果 (
a , , , )

,

(a
: , g )

,
⋯

,

(
a . , 夕)〔j

,

(
a l , a : ,

⋯
, a 。 ,

b )〔夕
,

那么必有 (b
, 刀)〔f

.

这正是表明
,

如上定

义的f必是g 一传递的
.

循此思路
,

我们有望在更广 的框架上构建对偶理论
.

仅上数例已足见g 一传递概念在数学中的普适性与一般性
.

三
、

性 质 定 理

本节初步讨论 g 一传递性的一般性质
.

定理 3
.

1 设A
.

B
, n ,

f如定义所述
, g ; , 夕: C= A

几 , g ;C= g : ,

如果f是9 2 一
传递的

,

那么
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f必是 g , 一
传递的

.

推论 如果 f〔T 〔A )
,

则f〔T
。〔A )

.

证明 因为f〔T 〔A )
,

由定理 2
.

1 ,

f是f
一

七传递的
.

易验证f
一 ’是 f

一
传递的

.

但 (f
~ ‘一 j)

c= f
一 ’ ,

(f一 f
一 ’

)仁 f
,

由上定理立得 f是 (f
一 ‘
一 f )

一
传递的和 f

一 ‘

是 (f 一 f
一’

)
一
传递的

.

由定

理 2
.

2便知f〔T
。〔A )

.

定理3
.

2 设理
,

B
, 。 ,

f如定义所述
, g , , g :

仁 A : 如果f是 刀 l一
传递的

,

也是 小
一
传递

的
,

则 f必是 (g
, U g :

)
一
传递的

.

定理 3
.

3 设A ,
一

B
, n ,

g 如定义所述
,

jl
,

j
:

C= A X B
.

如果f
,

和 f
:

邹是 g 一传递的
,

则

(f
l n f

:

)也是g 一
传递的

.

了和 g 都是非空集合月上的二元关系时的g 一传递性具有特别的重要性
,

它更具有下面一系

列特殊性质
:

定理 3
.

4 设f
, g 仁五

z ,

则f是 g 一传递的充要条件是 g 一 ’。

fC= f
.

如取g 一 f
一‘,

结合定理 2
.

1则得如下推论
:

推论 I f〔T 〔A )的充要条件是了
2

〔f
.

推论 Z f任T
。〔A )的充要条件是〔(f一 f

一 ’。

f U jo (f一 f
一’

)」C f
.

证明 由本定理
,

了是 (f
一 ’
一 j)

一
传递的充要条件是 (f

一 ’一 j)
一 ’。

f c f
,

即 (f一 f
一’

)
。

fc

八 f
一 ‘

是 (f一 f
一 ’

)一传递的充要条件 是 (f一 了
一 ’

)
一 ’。

f
一‘

C= f
一 ’ ,

但 (f一 f
一 ‘

)
一 ‘。

f
一 ‘一 (f

。

(f一

f
一 ‘

))
一 ‘,

又因为对 V h : ,

h
:

c A
Z ,

h : c h
:

当且仅 当从
’

c= 七
’,

所以 (f一 f
一 ‘

)
一 ’。

f
一 ’
c= f

一‘

等价

于f
。

(f一厂
’

)仁f
.

综上
,

结合定理 2
.

2便得本推论
.

如 f〔S
“

〔A )
,

则f 一 f
一 ’一f

,

由推论 1和推论 2立得
:

推论 3 如f〔S
。

〔A )
,

则f〔T 〔A )等价于了〔T
。〔A )

.

定理 3
.

5 设f
; ,

f
Z , g 仁 A

2 .

如果jl 是g 一传递 的
,

则j
; 。

f
:

也是g 一传递的
.

推论 设f
, g 仁 A

2 .

如果j是 g 一传递的
,

则对 V 正整数
n ,

f
一

’

也是g 一
传递的

.

定理3
.

6 设f
, 9 1 , g :

c= A “.

如果了是g ; 一传递的和承一传递的
,

则 了也是 (9 1 0

9 :

)一传递

的
.

推论 设f
, g C A

2 .

如果f是少传递的
,

则对 V 正整数
n ,

f也是了
, 一
传递的

.

本节定理的 证明都是直接的
,

我们把它留给读者
.

四
、

讨 论

我们已经看到
,

g
一

传递性不但是普通传递性
、

拟传递性和各色泛序定 义 的一种 形 式推

广
,

还是多种数学结构和概念的共同的形式描述
.

这在一定程度上从一个侧面说明了数学的

内在统一性
.

关于g
一

传递性还 叮以开展多方面的工作
,

例如我们可以对f 和 夕给以各种具体

限定
,

或者我们可以结合某些特定问题进行深入的讨论 (如对偶理论等 )
.

这些均有希望得

到更为深刻的有价值的结果
.

不仅仅如此
,

由于泛系理论发现广义序关系在一般事物机理分析中的特殊重要性
,

由于

泛序关系是泛系理论体系的一个基本关系
,

因而对序概念的任意拓展都会有助于一般事物机

理分析
,

有助于对 当代科学
、

技术和文化的不同学科
、

不同领域的联系与整化
,

这也有待我

们去作进一步的探索
.
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