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摘 要

本文将材料
、

载荷
、

结构几何形状
、

力和位移边界条件的随机性
,

直接引入有限变形弹性 理

论的泛函变分表达式中
,

应用小参数摄动法
,

建立了统一的随机变量变分原理及非线性随机有 限

元法
,

并 将 其应用于结构可靠性分析
.

算例表明
,

应用此方法处理随机变量的力学问题
,

具有使

程序实施简便
,

计算效率高等优点
.

关幼词 有限变形 变分原理 有限元法 结构可靠性分析

一
、

引 言

许多工程结构存在着材料的随机性
,

或几何形状的随机性
,

或随空间和时间变化的载荷

随机性
,

或者兼而有之
.

在这些情况下
,

内力和变形与载荷之 间的关系由具有随机系数的偏

微分方程来描述
,

并可能同时具有随机的边界条件
.

对于这样的力学问题
,

显然不能完全采

用确定性分析的方法
.

近十年来
,

已提出了一些随机有限元法
〔“ , “, 们

.

但是
,

这些方 法 大 都

是基于直接刚度矩阵法
,

不能有效地将主要参数的随机变化特性引入到有 限 元 公 式 中
,

构

造出随机变量的有限元模型和发展新的有效的数值分析方法
.

本文以有限变形弹性理论变分

原理为基础
,

根据随机变量的特性
,

运用二次摄动技术
,

提出了有限变形弹性理论的随机变

盆变分原理及非线性随机有限元法
,

并将其应用于结构可靠性分析
.

算例表明
,

此方法是有

效的
.

二
、

有限变形弹性理论随机变量变分原理

有限位移弹性理论最小势能原理为
〔“几

{
_

。。, 。d。 一
(

_

。。 ,
了d。 一

【
。u ,
歹、r 一 。

J . J “ J 厂 p

(2
.

1 )

其中
, : , q 和“分别表示应变变量

、

应力和位移
.

口
,

厂
, ,

了
,

面力已知边界
、

体积力和已知面力
.

应变度量 。 = V “ 二 F 一 I

歹分别表示弹性体的求解域

(2
.

2 )
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对于超弹性体 。一中(F ) (2
.

3 )

中= 口A / 刁F (2
.

4 )

式 中
,

A为应变能密度函数
,

F 为变形梯度张量
.

材料性质
、

几何位置
、

外力和位移巳知条件的随机变化
,

用随机场b (刃)表示
毛“二 .

将位移函数 u 关于随机场b (x )的均值石(x )在点x 处按T a y lo r级数展开
,

保留到二阶项
,

得

U ‘“‘X ,
, 二 , * U ‘石‘X ,

, X , +

(瓮)
。d “+

;
一

隐
一

)
。d “

2

(2
.

sa )

令

上式变为

d b一 (b 一 石)亡一 亡△b

u ‘““ ,
, 二 , * U ‘”‘x ,

, 二 , + “
(瓮)

。(“一 ”卜杏
:

2

(吕沙)
。(“一 ”)

2

士 u
。

+ 止“
‘ + 亡

2 “ “

(2
.

sb )

式 中
,

(
。

)
、

(
‘

)和 (
“

)分另lJ表示随机函数。在石处之值
、

一阶变异量和二阶变异量
.

同样
,

将随机函数 。 , q
,

了
,

p 按二次摄动展开
.

体积积分和表面积分分别用变换表示

为

d口 = J
,

d ” (2
.

6 a )

J厂 = J
*

d s
(2

.

6 b )

其 中
, 。和 ;

分别表示参考域和边界域
,

J
.

和J
,

分别表示体积和面积 J a C O b ia n ,

域和边界的

随机性通过Ja c o b ia n 矩阵的随机变化引入
.

位移梯度 的二次摄动展式为

v u ‘ v
O

u + 亡V
‘u + 右

Z
v

“ u (2
.

7 a )

占(V “)
, 二 占:

。 , + 亡6 。
‘, + 亡

2
占。

I, r
(2

.

7 b)

而

口A
.

_
, 、

q = 甲= 矽夕 = 甲‘岁
一

, o )

* 中
o

+ 亡(中
‘ + c

“
。 ‘

) + 雪
2

(中
I,
+ c , : ‘ + e

“
。“) (2

.

5 )

其中
,

第一类弹性矩阵c 二护A / 口F 口F
,

与第二类弹性矩阵c 补 = 护A / 口E 口E 之间的关系为

C‘s : : = 占
‘。S , : + F ‘,

F o s

C育
一: a

全H
。, , : + D ‘, 。‘

(2
.

9 )

式 中
,

H
‘, 。‘
为初应力阵

,

D
‘, “为材料本构阵

.

将上述展式代入式 (2
.

1) 中
,

比较同次项系数
,

则得有限位移弹性理论随机变量变分原

理
。

零次变分原理

{
”

“一 中‘: “一 {
.

“U ,
f

。

‘““一 {
: , “。

,

,
’

‘; d一 0

(2
.

10 )

一次变分原理

{
,

〔“一。
’
J ; + “

。·‘,
尸
+ c

’
‘ ,

, J“+ “‘
。

,
。

J“〕d ·

一

I
,

“U ’
‘f

,

“ + f
’

‘二,“一 {
: , “。 ’

‘, “ : + ’
。

‘“, d一
0

(2
.

1一)

二次变分原理
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工
〔‘。

, ·
,

。

J : + “: , · (中
, + e

’。 ,

)J : + “, / ·
,

’

J二+ 占, ’ ,

‘中
· + e / , , + c

。
‘·

, J :

+ 占e
。 , (中

‘ + e
。 。 ‘

)J二+ 占。
。 ,

中
。

J公] d 。

一

丁
”

占“
7

‘了
·
‘“十‘

/

‘“+ 了
’

‘公,“一又
, 占U

’

‘”
”
‘“十 p

’·

不二+ p
。

“ ,“一 0

方程 (2
,

1 0) 为确定性变量的有限位移弹性理论 变分原理
,

可按普通有限元求解
.

(2
.

11 )和 (2
.

12 )中带有(
‘

)和 (
“

)的随机函数用空间期望和 自协方差函数描述
.

(2
.

12 )

而方程

三
、

随 机 有 限 元 法

在进行有限无分析时
,

同时离散位移场和随机场
.

将随机场离散为q 个单元
,

即

b (x ) = E 功
‘(x )b

‘

(3
.

1 )

必
,

(尤 )为形函数
,

认为b (x )在第‘个结点之值
.

为了保证收敛
,

随机函数中
, c ,

f
,

歹
,

J
。

和 Ja 也用相同的形函数离散
.

例如
,

中的近

似式为

中二 习 功
‘
(x )中

‘
= E 必

‘

(二 )(中了+ 乙中: + 亡
2

中了) (3
.

2 )

将中
‘在随机场b(刃 )的均值石处按 T a y lo r 级数展开

,

有

,
‘
一 , ; +

鑫(号纷
、““·+

奇E E
‘ 七一 乙一 l

(露溉)
;
d b , d b :

(3
.

3 )

即有

中; = 艺 (中; )
。Ab。 (3

.

4 )

, : 一
奋睿鑫

‘, ‘, 一A“
·
△“:

(3
.

5 )

(中: )
, ,

(中了)。可由求导得出
,

其余函数有类似表达式
.

将位移场离散为N :
个单元

,

N ,
个结点

,

每个结点有N
,

个自由度
,

“ * u
。

+ 亡“
尹 + 雪

2 “ ”

因而有

N
。

。
’

= 乙 N
‘

(哟 d r = N (二) d
。

位移场近似式为

(2
.

sb )

(3
.

6 a )

N
尸

““ E N
‘(‘)d 二气N (二)d

‘

(3
.

6 b )

N
。

。 , 二兄 N
:

(x )d 了= N (二)d
,l

3
_

6 C
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式 中
,

N (尤)为位移形函数矩阵
.

而

d: 二艺 (d ; )
. △如 (3

.

了a )

d ‘一言石弓‘
d ‘’

。‘“b。“6 :
(3

.

7 b )

单元随机应变场离散为
. 二B d = B

O

d
。

+ 亡(B
‘

d
。

+ B
O

d
’

)+ 乙
2
(B

护d
。

+ B ‘d 产 + B
O

d
“

)

= ,
。

+ 乙。 尹+ 亡
2 : “

由方程(2
.

7b )
,

得

占. == B
O

dd + 乙B
‘
6 d + 雪

Z

B
“
乃d

将上述各近似式
,

代入方程(2
.

10 )
、

(2
.

1 1) 和 (2
.

1 2 )中
,

即得随机有限元方程
.

零次方程

K d
。
= F

。

(3
.

8 )

(3
.

9 )

其 中
K 一

工
。

。 ·
Q

。

。
。

, :、·

,
。
一

J. N
’
了

’

‘:“·十

Js
,

N
, ,

’

‘; ds

(3
.

1 0 a )

(3
.

10 b )

(3
.

10 e )

式 (3
.

lo b )中Q
。

满足中
。

= Q
。
:
。 .

非线性方程 (3
.

lo a )可用迭代法求解
.

一次方程

K d 二~ F二 (m ~ l , 2 ,

⋯
, q )

其中

(3
.

1 la )

F : 一

上
N

·〔‘: ‘: + 了
’

““,
·〕“· +

一

f
,

B ‘,
。

J : d一 上
B

‘ ’
‘, ‘

一

上
B

’ ,
,

。

““’
。 d ·

K = K 。 + K
刀

K 一J
。
B

。 ’
D

。

”
’

‘““·

K
H 一

J
。

B ”H
’

B
’

‘““·

上
,
N

’〔, “‘, + ,
’

““,
·’“·

+ c
O

B 二d
。

)J昙d
。

(3
.

1 lb )

(3
.

1 l e )

(3
.

1 ld )

(3
.

1 le )

二次方程

K d
护
二 F

“

(3
.

1 2 a )

其中

F
,
= 习 乙

吞一 l 皿一 1仃
。

N
·

(音了‘
·J‘十了“‘J‘’

: 十 (‘: )
·

)
d ”

+

I
: ,

N
’

{专
歹‘

:

“ + , “‘“,
: +

借,
’

“, , 一

]
“·
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一

I
.

B ; ·‘中, + e
’

B ‘d
’

+ C
’

B
’

d ‘, J“d
·

一

f
,

B :
·

,
。

‘J : )
! d一 I

。

B
’ ·

(奋, :
: + c 是B ‘d

。

+ e : B
’

d : +

合
c

‘

B :
: d

’

+ e
’

B :‘:
)
J : d 。

一

I
。

B
。·
‘中: + c

’

B 又d
’

+ c ’
B

’

d “, ‘J二,
: d ·

一

J
.

合
B 二 ,

·

(J : )一d一I
,

合
B ; :

,
’

J“d ·

}
A”·A“:

d一合睿鑫
“

:△b·△“:

(3
.

1 2 b)

(3
.

12 e )

应力的均值为

E 【口〕二 o
。

+ 厅
“

(3
.

1 3 a)

其 中

式中

口
。

~ 中
。

二 二
「 :

云
“
一
石兹L言中了

‘+ “ ; B 荃d
。

+ “二B
O

d ; +
言
“B 笠‘d

’

(3
.

x 3b )

+ e
’

B : d ; +

;
e

’

B
’

d :
‘

〕
e o v (“

· ,

“:
) (3

.

1 3e )

应力的自协方差为

c o v (“
‘, 。 ,

)二 E 艺 (。 : )
,
(。 ; )

: e o v (b
, ,

b :
) (3

.

1 3d )
舌 = 1 忍一 1

(o : )
, = (中: )

. + e了(B : )
. d r+ e 了B 兮(d : )

,
(i = 1 , 2 ,

⋯
,

N L ) (3
.

1 3 e )

四
、

结 构 可 靠 性 分 析

设 x 二 [ x ; , x : ,

⋯
, x .

] r
是 与结构可靠性分析有关的一组基本随机变量

,

尺寸
、

材料强度以及外载荷等
.

描述结构的力学特性的功能函数为

Z = {Z ‘= g ‘(x )
, i = l , 2 ,

⋯
, 。 }

满足条件

如结构构件几何

(4
.

1 )

结构失效或破坏

结构处于极限状态

结构正常或安全

nU00<=>
f
之

ee
�

劣功一一Z

如果 Z是基本随机变最的非线性函数
, Z = g (哟 二 g ( x

: , x : ,

⋯
,

‘)
,

令
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X ‘一 拼一

a 川
(4

.

2 )

式 中
,

内
‘

和几
‘

为正态分布随机变量 x ‘的均值和标准差
.

则

Z = g (x
: , x Z ,

⋯
, x ,

) = G (,
1 , 夕: ,

⋯
, g 。

)

在新的随机变量空间y 中
,

可靠性指标刀由下式 给出

刀一 (, , , , ,
)专

式 中
, y 势

为设计验算点的坐标
.

P , = 中 (一刀)

式 中
,
尸 ,
为破坏概率

,

巾为标准正态分布函数
.

由此可见
,

只要求出设计验算点坐标 y . ,

即可求出可靠性指标
.

方程个数
,

需要迭代求解
.

R
.

R a c k w i标 等人
〔7 二

提出一个迭代公式

(4
.

3)

(4
.

4 )

(4
.

5 )

由于未知量个数 多于

, “

一【
, 〔‘)

一 + G (y )
‘

】V G (, )
’
‘

I」
a : (4

.

6 )

式 中
, y ‘+ ‘

表示第‘次迭代求出的设计验算点坐标向盖 , a ‘表示第‘次迭代灵敏度系数向最
.

。
J

_ _ 夕旦(2〕丝
一 ,

一 }V G (y )“
, ! (4

.

7 )

G (y)
‘’
表示第i次迭 代时功能函数值 , v G (y)

‘
表示第‘次迭代求出功能函数对y 的梯度向量

,

二。(·)
(‘)

, 一〔户(票1
, .

)
Z

J
十

(4
.

8 )

以上公式是在基本随机变量为正态分布且相互独立时推导出来的
,

对于非正态分布随机

变量
,

可采用R o s e n b la 七t变换法 二8二转换为正态变量
,

然后采用上述公式求解
.

下面给出v G (y) 的计算公式求解
.

方程 (4
.

2 )矩阵表示为

夕= A + M 尤 (4
.

9 )

由复合函数求导法则
,

有

V G (夕) = (M
一‘

)
, [ J

r

V g
,

(r
, s ) + J

S

V g
。

(r
, s ) ] (4

.

10 )

式 中
, r = r (x )为抗力

, s = s (x )为载荷效应
,

V g ,

(r
, s
)

,

V g
:

(r
, s )分别为功能函数 g (r

,

s) 关于 r 和 s
的梯度 向量

,

而J
,

= 口r 闰 x ,

J
:

一口s/ 口尤
.

抗力 r 一般可以表示为基本随机变量的显函数
,

而载荷效应 s 与基本随机变量的关系要

复杂得多
,

难以用显式表示
,

因此方程 (4
.

10 )中v g
,

(r
, s )

,

v g
:

(r , s ) 和J
,

比较容易求得
,

而 J
。

需要用上节的随机有限元法求出
.

五
、

算 例

带孔方板
,

边长L 一 60
.

96 c m
,

厚 2
.

5 4C m
,

圆孔直径 10
.

16c m
,

受双向拉伸载荷尸
1和

尸 :
作用

.

利用对称性
,

只取四分之一计算
.

有限元网格如图 l所示 (采用四结点等参元)
.

随

机场网格如图 2所示
.

主要参数统计特性见表 l ,

计算结果见表 2和表3
.

随机场的相关函数是

指数函数
‘
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如 肠 3 0
35

肠

、妈
甲、尸r一

沈 必

3

尸
·

一1
.

10

困 因
(a ) (b )

圈 黝
. 1 有限元阅格

(c ) ‘d )

日 2 随机场离散网格

衰 1 主 共 . 教 统 计 特 性

变变 ttt 单 位位 均 值值 变异系数数 分布函数类型型

尸尸 iii

N/ 口口 210
.

0000 0
.

2 000 正态分布布

尸尸 :::

N/ 口口 2 10
.

0000 0
.

2 000 正态分布布

EEEEE N/
c 口... 1

.

9 8 X 1 0 777 0
.

1 000 正态分布布

ttttt C翻口口 2
.

弘弘 0
.

2 000 正态分布布

衰 2 各, 橄均为防机变t 时可绍性指标 (迭代次数‘二 1 3)

灵灵 敏 系 数数 初 始 值值 最 终 值值

000
.

1666 2 1 0
.

0000 2 2 3
.

6 666

一一 0
.

0555 2 1 0
.

0000 2 0 5
.

4666

一一 0
.

6 777 1
.

9 9 8 X 1 0 ,, 1 7 7 1 X 1 0 ,,

一一 0
.

7 222 2
.

5 444 2
.

2 111

00000
.

3 3 111 0
.

0 4 888

00000
.

2 6 333 1
.

7 4 555

衰 3

蕊万
,

(
a
)

(b )

(
e
)

( d )

不同艘机场网格下可. 性指标 (仅考虑E (二
,

妇 是二维随机场
,

几为相关长度 )

1
.

0 0
.

7 5 0
.

2 5

2
.

8 1 9

3
.

0 5 6

2
.

7 0 0

不稳定

3 4 4

⋯
。

.

,

}

⋯
3

·

, 2 5

} 3
.

3 4 4
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