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摘 要

本文对N a vi e r 一S to k es 方程与热传导方程的性质进行了比较
.

法国数学家
、

偏微分方程权威 J
.

L e r a y教授在其对 N a vi o r一 S to k e s 方程的研究中
,

曾由热

传导方程出发而求得 N a vi e r 一S to k e s方程某种初 (边) 值问题的适定性结果 [ 2 , .

巴黎十一大学的

R
.

T e m a m 等专家
、

教授也曾多次提出过将两类方程类比的疑问
。

本文试将其中根本不同点做

了叙述和例证
.

关匆词 N a v i e r 一S to k e s 方程 解空间 Ja n e t 数

一
、

回顾
:
热传导方程两类 C a uc hy 问题的关系

R
, x R

+

中
,

最简单的抛物型方程
,

即所谓 的热传导方程如下
:

口U / 刁t一 a Z
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, t)

这里
, x 二 (x

, ,

⋯
, x 。

)任R
” ,
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口x 全
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U
+ 丙 ‘ 一

口x

通常
,

这一方程的初值问题有以下两种
:

1
。

在超平面 {t = o }上的C a u e h y 问题
,

即

(l)
‘
口U / 口t一 a Z

AU = f (x
, t)

,

U (x
, t) }

‘一。
二切(x )

这一问题的解由下式给出
:
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J U J 对
“

其中
,

。
, 、

1
_ _

F }xl
Z 飞

U 气‘ , r )一扭司
‘(冠)而

2 ” x p L一 4a‘t ]

并已证明
,

如果甲连续有界
,

那末这个解在有界函数类中是唯一的
,

且具有对初始条件

的连续依赖性
,

不仅如此
,

对R
“
X R

+

中的任一开集 O
,

U (x
,

t) 〔C中 (O )
,

而 U (x
,

t) 在 O n

{t = t。}中解析
.

.

钱伟长推荐
.
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其次
,

如果将甲(x) 的连续有界性减弱为 切(x) 任M
,

(T )(o< 。《 2 )〔注〕时
,

上述结论仍然

成立
.

而 a > 2时
,

吉洪诺夫曾给出过例子
,

证明其解的唯一性不再成立
〔2 ’.

因而 M
:
(T )是

使问题 (1)
‘保持唯一解的最大函数集合

.

另外
,

超平面 {t = 0} c R
“ 十 ‘

是热传导方程的特征面
.

综上所述
,

古典理论给出了热传导

方程在特征面行一 0} 上的C a u c hy 问题 (l )
‘

解析解 (关于x) 的存在
、

唯一和稳定性的证明
,

而以 (1
.

1) 准确地给出了这个解的表达式
.

为了便于说明问题 (但并不失去一般性 )
,

以下我们仅取
。 = l ,

并假设a = 1 ,

了(x, t) = 。

这时问题 (1)
‘

成为
:

口
Z

U

口x
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t)l
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, t)〔R x R
+

甲
/一X创一口无

..2.‘!、
‘、.尸矛

1三
J

吸了、

而 (1
.

1)成为
:

U (x
, 才) =

2 斌
一二t {

‘一 * (: )。x p f
一 (气丝了

、: 一

瑞
一 {
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, 二 , , )‘:

J 一。 , L , ‘ J ‘ 六以 汀 J 一 。。

其中
(1

.

2》

。(:
, X ,

,
卜六

。x p

卜
一

气坐〕 (1
.

3 )

2
。

{x = o }上的C a u e hy I’ed 题

口
Z

U

口x
Z

一。
,

二 (x
, , )l

: 一 。
一 , (, )

,

攀 } 一。 (, )

我们假设功(t)〔C
O .

。 (t)〔C
“ .

那么根据 C a u e h y一K o w a le v s k a 定理
,

收敛级数 (1
.

4 )

是 (2 )的唯一
、

稳定的解析解
【. ’:

。
(x

, r) = 势(t) +
x 。(r) + E

此处0
。

(t) 由以后关系决定
:

0
:

(t) = 功
‘

(t)
,

0
。

(t) = 。
‘

(r)
,

火”

而「口
”
(t ) (1

.

4 )

6
, + :

(才) = 8二(t) (
n
> 2 ) (1

.

5 )
3

“

两类Ca u c hy 问题的关系

如 (l
“

)中所述
,

(1
.

2 )所确定的 I’ed 题 (l)的解U (x
, t)〔C 力 (R x R

+

)
,

并且对任 何 r。> o ,

U (
二 , t。)是R 上的解析函数

,

于是我们可做如下的运算
:

U (
、 , ‘)卜一瑞

、
I{二

, (: )。(;
, 。, , )、:

翻
二 = 。 一

菊、仁
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(1
.

6 )

气1
.

7 )

将它们分别记为叻(t)和。(t)
.

由于功(t)〔C 萄
, 。(t)〔COO

,

因而有
:

劝
、七’

(t) = 桨
一

{
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访苏孙
“’‘

’
‘“

, “, ‘’“‘
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[注 ] M
。

(T )二 {U (x
,

才)
,

o《才《T 旧A u > 0
,

k u > 0 }
,

IU (x
,

才) }《A u
·

e x p (k u lx .
“

) (a > 0 )
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。厂. ,
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+ IU
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’
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由于 (1
.

2 )是问题 (l) 的解
,

于是我们又有以下的等式
:

票}
二_ 二。一

臀 }
二 _ 二 .

斋(尝}
二_ x o

)蠕纂孚

(V x 。

〔R )

和

特别对x 。 = o ,

(V x 。

〔R )

就有
:

劝‘“’(t)
= 坐旦} ~ 望丝

~

口t
合

l
: 二。 口x

乙‘

二 _ 。

戈沂I{二
甲“, g #

’
“

, ”, ‘, “君

“‘. ’(t) =器(臀{
二 。 。

)一寿成》
“,心“

’
“

, “ , ‘,“‘

当然有功
‘. , (t)〔C OO

, 。‘. 之(t )〔C 助
.

现考虑如下的C a u c hy 问题
:

(2 )
,

咎
一

豁
一。

,

。 (X
, , ) }一

。
一 , (, )

,

尝 }
. 。。

一(, )

其 中
,

叻(t )及。 (t)由(1
.

6 )和 (1
.

7 )给出
,

而其 K 阶导函数由 (1
.

8 )
,

(1
.

9 )给出
.

很明显由砂(t) 及。(t )出发
,
做出的级数

, (‘卜二 (, ) +

斧
,
产

(‘卜手
。 尹

(‘) + ⋯ +
不斋

不二劝台’

(t ) +
、‘“) l

义2 七 x Z舌 + 1

(Z k + l) !
。 ‘“’

(t) +

是问题 (2 )
尹

的形式解
,

并可改写为
:

(1
.

9 )

(1
.

10 )

(1
.

1 1)

(1
.
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(1
.

1 3 )

(1
.
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(1
.
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.
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其中

一
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,

(雪
, 0 , t) + ⋯

由于夕佗
, x , t) = (l/ 斌丁)e x p 「一 (x 一占)

“

/ 4 t〕关于x 〔R 解析
,

展开
:

(1
.

1 7 )

因而我们有它在 x = 0 的T a v lo
r

夕(雪
, x , t) = 夕(蜜

, o , t) + xg 二(舀
, o , t) + (x

Z , 产2 ! )g
,, 尤 ’

(舀
, o , t) + ⋯

+ (x
七/ k x )。声 (省

, o , ‘) + ⋯

因而G “
, x , t) = 夕“

, x , t)
.

于是级数 (1
.

15 )收敛
,

并且和函数就是
:

(1
.

18 )

公、
I:二

, “, 。“
, X , ‘, “‘

由以上分析可知
,

问题(2 )
尹

的解 (1
.

15 )关于 x〔R解析
,

关于t无穷可微 (班R
,

)并且有如

下的极限成立
:
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甲(x ) ~ lim l
~

忐J{二
, “, 。“

,

一‘, d‘]
因而我们 又回到了问题 (l) 的解(1

.

2 )
.

以上是热传导方程的解所独具的特性
,

以后我们会看到
,

对N ay ier
一

s t o k es 方程而言
,

这种性质是不存在 的
。

二
、

N a v ie r
一
S to k e s 方程的初值问题

研究 N a vi e r 一

S t o k es 方程如 下的初值问题

口V
一 十 (V

.

v )v 一省
g r a d , + , △v + F (二

, , )
尸

d iv V = 0

V }一
。
= 入(x )

廿.每二./、11.、
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了‘、.

其中恤
, t) = (x

l , x : , x 。 , t)〔R
s X R 是点的位置坐标

,

V (x
, t) = (

。,
(x

, t)
, 。 2

(x
, t)

, 。 3

(x
,

* ))是速度矢量
,

户(x
, t)是压力

, p ) o是 密度
, , > o 是动粘性系数 (e o e f f ie ie n t d e e in 。-

m at iq u e)
, p 与v

被假定为 已知常数
,

F (x
,

t) 是外力
〔”

.

在 以后的例子中
,

我们假定 给定的

外力F (x
, t) = (t

Z , o , x ; x Z

)
,

入(x ) = (o
, o , o )

.

这时的问题 (3 )记为 (3 )
‘ .

现考虑两组定义在Rs x R 上的函数
,
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,
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它们都是 问题 ( 3 )
产
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,

常数 )
,
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’、
一动

2
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劝
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。
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z J、

l
几

位、

少

显然
,

如果考虑 N a v ie r 一

S t o k e s 方程在x l = 0上的初值问题
,

而其定解条件分别由 U ‘

和U ( “
定出 (保留甲

‘ ,

势
‘

或去掉甲
4 ,

如
,

并不影响其解的适定性)
,

那么最后所得的解的性质

( 如果解存在的话 ! ) 也决不可能相同
,

但所有以上出现的函数都属于M
2 .

事实上
,

当我们以 J a n e t数
‘4 ’来标志一个偏微分方程组D 的解空间特性时

,

热传导方程

的J a n e t数是 1 ,

而N a v le r 一8切k es 方程的 J a n et 数是o ,

也就是说
,

这两类偏微分方程的
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解空间构造有本质的区别
「“’.
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