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摘 要

本文给出广义力学中完整非保守系统三种形式的N oe t h e r守恒律
.

关扭润 广义力学 H a m ilt o n 正则方程 R a it z in 正则方程 N o e t h e r

守恒律

一
、

引 言

为人熟知的 N o et h er 守恒律在变分过程中起着最基本的作用
,

它使得物理学中的守值

定律与变分中相对应的不变性以整体形式联结起来
.

近些年来
,

N o et h e r 定 律不够受到物

理和力学研究者的重视并被进行了各种形式的推广
,

但大都限于在经典 力 学 范围内开展工

作
.

1 9 7 3年瑞等学者 D
.

A n d er so n 研究了广义力学中完整保守系统的N o e 七h e r 定律
芯‘’.

本文给出广义力学中非保守系统的三种形式的 N o e th e r 等式
.

当忽略高阶导数时
,

本

文的结果就成为经典力学中对应的N o et h e r 等式
.

二
、

广义力学中非保守完整系统的 N oe ter 守恒律

设广义力学系统的位形由
”
个广义坐标q : , q : ,

⋯
,

如确定
.

L a g ra n g e函数为

L = L (t , q , ,

空一
,

⋯
,

在低维 空间中非保守力为O ,
(t ,

(姆)

g ,
) (2

.

1)

小
,

如)
,

而在高维空间中非保守力可写成
‘砂 夕

Q 。 = Q 。
(g ‘,

空‘
,

尽
‘,

⋯
, g ‘, t) (矛

,
寿= l , 2 ,

⋯
, 。

) (2
.

2 )

根据非保守系统的H a m “‘。n 原理
且

(‘, + ‘“ )“‘一 0可得广义非保守力学系统的L a g r
-

a n g e方程

以户
,

一

一
‘

d ,’. I

、
.

( 一 1 、丽弃一, l

今曰
- 、 一 产

d t价 、
, 月

. . U

恐)十Q一。

口q . 了

(2
.

3 )

,

钱伟长推荐
.

1 9 92 年12 月4 日收到初稿
.

” 现在大庆市开发所工作
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广义动量

留 _ ”.

户, /

一 E (一 l ) , 口L

J = 0

d, (
d t , 、

+ 用 ,

介

) (2
.

4 )曰匆

系统的H a m il七。 n 作用量为
:

.

峥
.
�

d
、.户
口

10之启二‘子.

.

lwe
.

we

、 一

J::
L ‘。一 ,

一
‘ , 〔. 、

g 七- (2
.

5 )

于是
A才 一 。「

‘,

J tO
L d t + (L △t )

口且�U
奋.名‘

J:: 户或
‘

二二 l 翻舀. 二 U

架
,

探
d , +( 。

, )

口q 。
(2

.

6 )

(价 )

利用等时变分条件 d (匆
。
)

将 卯
.

的 式分部积分
,

有

(协 )

= 占(d q
,
)

+ (L △t ) ::
·

丁::户点
‘一 ,

·

券嗡)
“二“!

协隔
△附 一

云云
, , , . 。次

一 ’

含 = 1 饥 = 1

( 2
.

7 )
对上式 配方

阵巨
招 公,

△万 ~ E E
(价 一 1

P , 2 .
匆

.
+ ‘“△‘, {:;

一

且艺 Q o 6 o d t

七 = 1 价 = 1 七 = l

l乙 (一 l) “ (2
.

8 )
拼 . 0

器 (霸
)

)
+ Q ·

}
‘g ·“‘

二 「“ j兰 「
J t。 t d t L

( 悦 _ l

乙 E 夕
。, . d o .

七 = I 价 一 1

+ L△才

〕
“‘一

丁:;户
Q : d。。“才

哦粼艺 ( 一 ‘)“

” . . 0
蒜(豢)

+ Q ·

〕
“g ·“‘

(2
.

9 )

对广义非保守力学系统的真实运动轨线
, L a g ra n g e 方 程成立

,

将 仪
.

3) 式 代 入 ( 2
.

9 )

中
,

得

A不V =
rf

,

d 「共 共
J

, 。

丽
一

I
一

台 允
p一

口。·
+ L 么尹

{
“广一

J::户
Q , d、

·
“‘

= Ftl 卫 「
J亡。 d t L

翻 叨

艺 乙 外 ,
士巴 1 价 ‘ 1

q ‘,

d 价 一 1

d t
交仍 一 l )

d q 。 + L △t 〕
、卜J:;鑫

Q·‘。·“!

( 2
.

10 )
考虑无穷小对称变换

叉叨 )

忍= t + △t == t + 。甲 . (t
,

空‘
,

⋯
, q ‘) + o (

。
)

( i
,
掩二 l , 2 ,

⋯
, n

)
气四 } (2

.

1 1 )

女. = q , + 八q . = q . + 召功,
(t

,
q‘, 女‘

,

⋯ , q ‘) + 0 (
。 )



广义力学中完整非保守系统的N oe t h e r 守恒律

由等时变分 与非等时变分关系

八g 。= 占q 。 + 空。A t

于是
,

可得

占q 。= A q一空
。
△t = e

(劝
,
一夕

, 切。

)

假设作用量 (2
.

5) 在无穷小变换 (2
.

1 1) 下保持不变
,

(2
.

1 0 ) 式可有

(2
.

1 2 )

(2
.

1 3 )

那 么由 于 t。, tl
的 任 意 性

,

根 据

告[鑫鑫
, ⋯

豁
“

一
“△,

〕
一

鑫
Q

·
“。·

(2
.

14 )

或写为

弓
、
〔鑫鑫

, ⋯拼
(, 一 ,⋯卜“二 ]

一

鑫
Q ·
‘,

。一‘。二 ,
(2 一 5 )

关系式 (’2
.

15) 称为广义非保守完整力学系统的广义N o e t h e r等式

若力是保守的
,

即Q
。

= o ,

此时 (2
.

15 ) 式成为

洲 赵万

E 艺 介
/ . d 沉

一 1

d Z协
一 l (功。一宁

。切 ,
) + L切。= e o n s t (2

.

16 )
七 = 1 饥 = l

式 印
.

1 6) 与文献 【1〕结果相同
.

三
、

广义力学中非保守完整系统H a m ll to n

正则形式的 N oe th er 守恒律

广义力学中H a m ilt o n 函数
〔“’

, (价 )

H 二 乙 名介朋 q 。 一 L (3
.

1 )
七 = 1 仍 = 1

及正则方程
蕊次

一 ’) 一

念
口H

尹七, 。 二 一 .---
,

,

) +

q 七

Q 。
(3

.

2 )

现在来研究系统在高维相空 间中的对称性
.

我们引进下列空 间和时 间的无穷小变换生成函数

(”一 1 )

△t二 e切, (t , q 。 ,
Po z 二

(” 一 l )

△q 。 = 。势,
(t,

A P。 , . = e 刀,

(t ,

(价 一 l ) (” 一 l)

由于 占q . 二 △q *

于是
,

得
(价 _ l)

匆
, 争

= 砷
,

(才
,

此列卜为无穷小参数
.

很设在变换 (3
.

3 ) 下
,

(饥 一 l)

q 。 ,

p
: I 。)

(。一 1 )

q , ,
p

, 1 . )
{ (3

.

3 )

(仇 )

一q 。
△t

(价 一 1) (价少

q , ,
P。, . )一 q , e切 ,

(t ,

了协 一 l 夕

q 舌s p * l。 ) (3
.

4 )

正则作用 t
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平
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满足
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, 一
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占口。一Q
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d ‘
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.
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其中
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.
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.

7 ) 式代入 (3
.
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.
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,
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.
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制客鑫
九用球
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沿着广义非保守完整系统的运动轨线
,

正则方程 (3

d t二 0 (3
.

9 )

成立
。

于是
,

得
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夕
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由于 t。 , t ;
的任意性

,

必有

立公
,
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.

1 1 )

或

E 乙 夕. , .
杯

, + L , 。一。 , = c o n s t (3
.

1 2 )

(价)

其中 护‘
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.
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,

得
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E E 夕。
, 。功, 一H 甲。一。。 = c o n s t (3

.

13 )
舌 . 1 价 = 1

关系式 (3
.

1 3) 就是广义非保守完整系统在 H a m ilto n 正则形式下的 N oe t h e r守恒律
.

讨论特殊情况
:

( l ) 若甲
.

= l ,

功。= o ,
口 . = 0则 (。

.

1 3) 式成为

H 一

云云
, . , .

岁
一“一 C 。“st
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.

1 4 )

( 2 ) 若切 , = o ,

拼 . 1
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,
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⋯
, ” ) 口。 = o则 (3 一 3 ) 式给 出

P
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影
互
答
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一 C “““‘

U q 奋

(3
.

1 5 )

四
、

广义力学中非保守完整系统 R ai tzi n

正则形式的 N oe th er 守恒律

设广义力学系统的位形由
n
个广义坐标 q l , q : ,

⋯
,

q. 确定
.

为建立广义非保守完整系统 R ai tzi n 正则形式的 N o et h e r 等式
,

我们作无穷小变换

A t = 。甲*
(t

, r , , 。 ,

‘饥 )

△q : = 。叻,
(t ,

r 七z m ,
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,

2 ,

⋯
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⋯
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)
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.
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,

正则作用量

‘一

J::I.
‘ 一

摄
“十

鑫补
·

卸
!

(4
.

2 )

的变分满足

二‘d
飞!
J△, 一△

买冲
, 一

几l杀
(协 )

占口, 一Q , d q 。 (4
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6口 , = 。口。
(t , r , z。 ,

S ,
)
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.
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、
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.
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,
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易证明
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