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摘 要

本文利用半序方法在 H a us d or ff 拓扑线性空间中研究了一类一般形式的单调型隐变分不等式

解的存在性问题
.

作为应用的例子
,

在文末我们应用所得结果
.

讨论了N as h平衡问题及半线性椭

圆型方程解的存在性问题
。

关扭词 隐变分不等式 T 一单调映象 严格T 一单调映象 N as h平衡问题

在〔6〕中
,

M o s c 。 利用拓扑方法研究了 H a u s d o rf f 拓扑线性空间中隐变分 不等式解的

存在性问题
,

同时利用半序方法得到了B a n a c h 空间中一类特殊的单调型 隐变分不等式解的

存在性定理
.

本文利用半序方法研 究了 H a u s d o rf f 拓扑线性空间中一般形式的单调型隐变分不等式

解的存在性问题
.

作为这一结果的应用
,

我们在第四节中讨论了 N a s h 平衡问题及半线性椭

圆方程解的存在性
.

— 常 亨 形 件 县、 尹屯舀
户

产 、b 左产、 . 切 J

半序集(A
,

《 )称为格
,

如果对任意的
“ , v 〔A

,

其上确界
。 V v

及下确界
。 A 。

均存在且都

属于A
.

若B为A 的子集
,

且对任意的
“ , 。〔B 有

。v v 〔B
, “ 八。〔B

,

则B 称为A的子格
.

设E 为一矢量空间
, “

《
”

为E 上的半序
.

(E
,

《 )称为半序矢量空 间
,

如果满足下面的相

容性公理
:

(i ) V f
, g ,

h任E
,

f《g = 令f + h《g + h ,

(11) V f任E
,

V a 〔R
, a 》 0 ,

f《o = , 势a f‘ 0
.

设 (E
,

‘)为半序矢量空间
,

如果 E 的任一非空有限子集的上
、

《)称为矢量格
.

由定义易知 (见【2」)
,

如果 (A
,

《 )为矢量格
,

则

“+ ”二 “ V 口+ “ A v ,

V u , 口〔A

若X 为B a n a c h 空间
,

尸C= X 为闭锥
.

在X 上定义半序
“

《
”

为
:

夕〔X
.

则 (X
,

《)成为半序B a n ac h空间
,

记为0
.

B
.

8
.

下确界均存在
,

则 (E
,

g 《x 簇= 势x 一夕任P
,

V x ,

.
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设X 为矢量格
,

X .
为X 的代数对偶空 间

.

对任意的 f
, g 〔X 气 定义 f《与赓. 乡 (f

, “
)《

份
, u

)
,

V 。〔X
, ,

X
+ :

= {。〔X : 。
> o }

,

这里 (
·

,
·

)表X . 和 X 之 间的配对
.

设X 为格
,

设j’X , (一 oo
,

+ co 〕是一泛函
,

其定义域d o m (j) = {。〔X :
j(刃< + oo }

.

定义

F“ X )一笼j. X , (一 oo
,

+ oo 〕
,

且j满足下面的条件(i) 和 (11) } :

(i ) V 。 , ”〔d o m (j)
,

则
“ V 。 , “ A 。〔d o m (j),

(11) j(
“ A 。

) + j(
。 V 。

)《j(
。
) + j(

v
)

,

V 。 , 。〔d o m (j)
.

现在集合F
、

(X )上定义半序
“

《
, ”

如下
:

了, ,

人任F
、

(X )
,

jl
《

, 了: 簇二乡满足下列二条件
:

( i )
u 〔d o m (j

:
)

, 。〔d o m (j
:
)

,

则
。 八。〔d o m (j

l
)

, 。 V ”〔d o m (j
:
),

(11) jl
(
u A 。

) + j
Z

(“ V v
)《jl

(
“
) + j

:

(
。
)

,

V 。〔d o m (j
,
)

,

V 。任d o m (j
:
)

.

设 X 为格
,
尸抓X )为由下式定义的集合族

:

尸
、

(X )
:
= {K c X

,

K 为X 的子格
,

且K 奔功}
.

现在尸
、

(X )上定义半序
“

《
, ”

如下
:

K
l ,

K
z
〔P

、

(X )
,

K l
《

尸K
:

.

会= ) 对任意的
“〔K

l , ”〔K
2 .

则。 A ”〔K l , “ V v〔K
: .

记

d ‘K
, ·

, 一

{
o , u 〔K

,

其中K c X
, “〔X

+ OO
, “
诺K

,

易知 V K I ,

K
Z
〔P

、

(X )
,

K
;
《

, K
Z嘴二势6 (K

l , u
)《

, 占(K
Z , u

)
.

若 X 为矢量格
,

映象A
:

X 、X 爷称为

( l ) 单调
,

如果 (月
。 一 A v , “ 一 。

)》 0 ,

V 。 , v 〔X ,

( 2 ) 严格单调
,

如果 (A
。一 A v , 。 一 。

)) 0 ,

A 。 , 。〔X
, “钾 ” ,

( 3 ) T
一

单调
,

如果 (A
。一 A 。 , 。一 “ A 。)) o ,

V u , 。〔X ,

( 4 ) 严格T
一

单调的
,

如果

(A
“一 A 。 , u 一 。 A 刀)> o ,

V u , 廿〔X
, 。斗 。 A 0 .

若X 为格
,

必 X x X 、 R
.

称甲为

( l ) 单调
,

如果甲 (x
, v) + 卿(,

, x
)《 o ,

V x , 刀任X ,

( 2 ) 严格单调
,

如果

切(x
, , ) + 甲(夕

, x
)< o ,

V x , 夕〔X
,
x 今 夕;

( 3 ) T
一

单调 的
,

如果甲(x
, x A 夕) + 甲(, , x V 夕)《 o ,

V x , y〔X ,

( 4 ) 严格T
一

单调的
,

如果

甲(x
, x A夕) + 甲(夕

, x v g )< 0 ,

V x , 夕〔X
, x 今 x 八夕

.

由定义不难证明
,

当X 为矢量格时
,

令甲(x
,

川 = (众
, , 一x)

,

其 中 A : X , X 气则由A 的

单调性可推出 切的单调性 , 而当A为 T
一

单调 时
, 甲为T

一

单调的
.

事实上
,

我们有

甲(x
, x A y) + 甲(夕

, x V 夕) = (A x , x A 夕一 x ) + (月夕
, x V g 一 g )

~ 一 (
J

奴 一 A v , 劣一 火 A 夕)《 0

若X 为格
,

令

T (X )
:
一 诬卿 X x X 、R

, 甲为严格T
一

单调的 }

现在集合 T (X )上定义
“

《
, ”

如
一

队

V 甲, , 甲:

〔T (X )
, 卯1

簇
, 甲2 嘴= 乡甲:

(
“ , “ A v

) + 甲:
(
。 , 。 V 。

)< o ,

V u , ”任X
, “斗“ A v
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易知关系
“

《
, ”

满足自反性
.

二
、

引 理

设X 为格
, 甲〔T (X )

,

j〔F
‘

(X )
.

所谓的单调型隐变分不等式是求
。〔X

,

使得

甲(
“ , 。

) + j(
。
)一 j(

。
)》0 ,

V 。〔X (2
.

1 )

记为{X
, 甲 ,

j}
.

引理 1 设脚〔X 为单调型隐变分不等式厦X
,

叭
,

j‘}
, ‘= l , 2 的解

,

且 j:
《,!’

: , 切;
《

, 甲: .

则
“l
《

“:

证 因

甲:
(
“ : , ”

) + j;
(
。
)一 j:

(
“ ;

)》0 ,

V 。〔X (2
.

2 )

甲:

(
。 : , 。

) + j
:

(
v
)一 j

:

(
“:

)> 0 ,

V 。〔X (2
.

3 )

j:
《

, j
Z = 今》一 j:

(
“ : A “2

) + jl
(
。1
)》j

:

(
u 1 V “ z

)一 j
:

(
“2

) (2
.

4 )

在 (2
.

2 )中取
。 = 。; A “: ,

在 (2
.

3 )中取
。 = 。; V 。 : ,

于是由 (2
.

4 )即得

甲;
(
。 , , “: A 。:

)》j :
(
。 ;
) 一 j;

(
“: A “:

)

> j:
(
“; V 。:

)一 j
Z

(
。:
)> 一甲:

(
“: , “I V “2

)

i
·

e 甲:
(
“: , “: A 。:

) + 甲:

(
。: , “ , V “:

)> 0

因甲 ;
《

, 甲: ,

故
。1 = “: A ”z ,

即“1
(

u : .

口

设X 为一矢量格
,

设A : X ”X 气 f〔X 气户X , R 为一真凸下半连续函数
.

我们把求
。〔

X
,

使其满足以下变分不等式

(A “ , 。一 u
) + j(

。
)一 j(

“
)》 (f

, v 一 “
)

,

V 。〔X (2
.

5 )

的问题记为{ X
,
A

,

f
,

了}
.

由引理 l可得下面的

引理2 ‘
”二 设 (X

,

《 )为矢量格
,

A
:

X , X 气为严格 T
一

单调算子
,

f
l ,

f
Z
〔X 气 j; ,

人任

F
‘

(X )为二真凸下半连续函数且jl
《

; j
2 .

如果“‘

为{X
,

A
,

f
‘,

j
‘

}
, ‘一 l , 2 ,

的解
,

则。:
《

。: .

设 X 是一半序H a u s d o r f f 拓扑空间
,

如果拓扑和半序满足下述的相容 性公 理
:
如果 介

《夕
。 , x 。

、 x , 夕。”夕
,

则 x 《 ,
.

则称X 是一个序列相容的半序H a u s d or ff 拓扑空间
.

设X 是一个序列相容 的半序 H a u s d o rf f 拓扑空 间
,

S是 X 的一个子集
.

如果对 S 的每一

可数的全序子集{ x .

}都存在子列 {介
,

}C { x ,

}及牙〔X
,

使得翔
,

, 忍
.

则称S是X 中的拟紧集
.

如 果对S 的每一全序子集么都存在△的至多为可数的子 集{介 }c= △在△中稠密 (即 V x 任△
,

存

在子列{介
,

}c= { x ,

}
,

使得翔
,

”x) 则称S 为X 中的拟可分集
.

由定义易知
,

列紧集一定是拟紧集
,

可分集一定是拟可分的
.

引理s 〔
毛二
设X 是一序 yIJ 相容的半序H a u s d o r ff 拓扑空间

,

D = [。
。 , 。 。]

:
= { x任x : “。

《x

簇
。。}是X 中的序区间

,
A

:
D ”X 是增算子

, “。

《A “。 ,
A 。。

《
。 。 ,

且 A (D ) 是X 中的拟可分的

拟紧集
.

则A 在D 中存在最大和最小的不动点
.

引理4[
‘二 设X 是 B a n a c h空间

,

尸 c= E 是锥
,

D 一 [u
。 , 。。」是E 中的序区间

,
A : D , D 是

增算子
,

若满足下列之一 条件
:

( i) E 是弱序列完备的
,

P 是正规的 ,

(i i) 尸是正则锥
。
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则A 在刀中有最大和最小的不动点
.

引理5 【. ,
设H为一完全格 (即H 中任一有界子集必有上确界)

,

S :
H ”H 为一增算子

且存在
。 , 。〔H

,

使得
。
《S “ ,

S 。
《

。 .

则 S在【“
,

们 中存在最大和最小的 不动点
.

三
、

主 要 结 果

定理 1 设 E 是H a u s d o rf f拓扑线性空间
,

X 为E 的紧凸子集
,

设H 是格
,

X 和E 是 H

的子格
.

设必H x X x X , R
,

j, H x X , R 满足条件
:

(i) (x
, , ), 甲(

z , 二 , , )严格单调半连续
,

护呻甲(z
, x , , )凸下半连续

, 大片甲 (
z , x ,

g ) 上半

连续
,

~ j(
z ,

x) 为凸下半连续 ,

(11) 对每一
z 〔H

,

令

口 (
z
) = { x 〔X

: 甲 (
z , x , 夕)> j(

二 , x )一 j(
z , g )

,

V 夕〔X }

设存在
a ; , a :

〔E
,

使得
a l
《口 (

a :
)

,

口 (
a :

)《
a : ,

(111) V z 〔H
,

(x
, 夕)~ 甲(z

, x , g )严格T
一

单调
,

j(
z , ·

)〔F
‘
(X )多 且 V z : , z :〔[ a , , a :

j,

= {x 〔H
: a ,
《x 《

a Z

}
,

当 z ;

《
二 :

时沪(
z ; · ,

·

)《
, 甲(

二: ,
·

,
·

)
,

j(
z : ,

·

)《
,
j(

二: ,
·

),

(iv ) H 满足下列之一条件
:

(a ) H 为完全格 ,

(b ) H 为序列相容的半序H a u s d o r ff拓扑空间
,

[ a : , a :

J, n X 为拟紧的
,

并在H 中是

拟可分的
.

则变分不等式

甲(x
, x , 夕)> j(x

一x )一 j(x
, 夕)

,

V g 任X (3
.

1 )

在【
a : , a : 」B O X 中有最大和最小解

.

证 由〔l
,

定理 3
.

9
.

3〕及条件 (i) 知
,

V “任H
,

存在唯一 功〔日 (司
.

现定义 S: H , X
,

S (
。
)二出

.

由引理 1及条件 (111)知
: S 在 [ a : , a :

〕, 门X 内保序
.

再由条件(11)知S : [ a : , a : 〕二 , [ a : ,

a : 〕H n X
.

由条件 (i v) 及引理 3和引理 5得知 S在 [a 1 , a :

」H内有最大和最小不动点
,

沪
,

介
.

因

S (沪)
,

S (介 )〔X
,

故 x 气 x . 〔X
.

因此变分 不等式 (3
.

1) 在 [a ; , a :

〕B n X 中有最大和最小解

沪
, x二 口

隐变分不等式 (3
.

1) 包含许多特殊形式的隐变分不等式
.

下面我们讨论某些特殊形 式 的

隐变分不等式解的存在性问题
.

当

中 (
z , x , 夕) = (A (

z , x )
, 夕一 x )

,

j(
z , x ) ~ d (Q (

z
)

, x )一 f(x )

时
,

我们有下面的

定理2 设X 为实自反B a n ac h空间
,
厂为X 的闭 凸子 集

,

H 为矢量格
,
犷

,

X 是H 的子

格
.

设A :
H x X , X 气 Q :

H ”Z F

(2v 为犷的一切闭 凸子格的全体 )
,

f〔X 气再设

(i) V : 〔H
,

A (
z ,

·

)是严格 T
一

单调 的半连续映象
,

而且是强制的
,

即 V 。〔H
,

存在
。。〔Q (

“)
,

使得

lim
}
}。
4」‘oo

, v (X

(A (
“ , 。

)
, 。 一 。。

)

口
”
I

= + OO
;

(ii ) H 满足下述之一条件
:

(a ) H 为完全格 ,

(b) H 为半序B a n ac h空间 (半序由锥给出)
,
尸正则 (或尸正规而且万是弱序列完备
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的) -

(111) 对任一“〔H
,

令

口 (
“
) = {。〔Q (

“
)

:
(A (

。 , 。
)

, 。 一 。
)> (f

, 田 一 。
)

,

V 叨〔Q (
“
)}

,

存在a , , a :〔H
,

使得
a ;
《口 (

a ,
)

,
口 (

a :

)《
a : ,

(iv ) V “ : , 。:

〔[ a : , a : ] s ,
A (

“: ,
·

)《
, A (

“: ,
·

)
,

Q (
。1

)《
, Q (

u :

)
.

则变分不等式

。任厂
, “〔Q (

。
)

(A (
。 , 。

)
, 田 一“

)> (f
, 切 一 。

)
,

在犷 n [a ; , a : ]a 中存在最大和最小解
.

V 田。。(
。
) } (3

.

2 )

证 对任一
z 〔H

,

由A (
: ,

·

)是严格T
一

单调的
,

易知A (
二 ,

·

)在X 上也是严格单调的
.

由

条件(i) 及〔1
,

定理 2
.

2
.

1 1〕知
,

存在唯一功〔口 (z )
.

于是可定义映象乳H , V
,

S (z) ~ 川
.

令

中(
z , x , 夕) = (A (

z , x )
, g 一 x )

j(
z , x ) = 占(Q (

z
)

, x )一 (f
, x )

则 口 (
“
) = {。〔犷 : 甲(

u 一” , , ) + j(
。 , , )一 j(

“ , 。
)> o }

由引理 l及条件(iv )知
: S 在 [ a l , a :

]二上保序
,

又由条件 (111)知 S
:

[ a ; , a Z

〕, , [ a , , a :

〕, n V
.

再利用引理 4
、

引理 5及条件 (111)知S 在 [ a : , a Z

〕B 中有最大和最小 不动点
。气 。, .

因 S (
。赞

) 和

S (
。,

)〔犷门 [ a l , a : 〕,
故

“气“, 〔[ a l , a :

〕二 门H
,

故 (3
.

2 )在犷门〔
a : , a Z〕, 中有最大和最小解

u 书和

。一 口

定理3 设 (i) X 是实的自反B a n ac h 空间
,
犷为X 的闭 凸子集

,

H 是矢量格 , 犷
,

X 是H

的子格
.

设A : X , X 劳是严格T
一

单调的且为强制半连续的
,

(ii ) H 满足下列之一条件
:

(a) H 为完全格 ,

(b) H 为半序B a n ac h 空间 (半序由锥尸给出)
,

P正则 (或尸正规且H 为弱序列完备

的 ) ,

(111) V “任H
,

令

口(
。
) = { x 〔犷

:

(月 (
二
)

, 夕一 x )》 (F (
u
)

, , 一 x )
,

V 夕〔V }

存在。 ; , a : 〔H
,

使得
a l
《口 (

a l
)

,
口 (

a :
)(

a Z ;

(iv ) 设F
:

H , X 气 且 V 。; , u Z
〔[ a l , a Z

〕, ,

F (
u l
)《

长F (
“:

)则变分不等式

(A
“ , v 一。

)》 (F (
。
)

, 。 一 u
)

,

V 。〔V (3
.

3 )

在 [a ; , 。: 〕B n 犷中有最大和最小解
.

证 在定理 2 中取A (
。 ,

的 ~ A 。一 F (u)
,

Q (们二 犷
,

f二 。
.

则由定理2得知结论成立
.

口

定理4 设 (i) E 是实的可分B a n a c h 空间
,

X 为E 的闭 凸子集
,

H 为矢量格 , X
,

E 为H

的子格
,

A : E , E 气 户H x E , R
,

了〔E 气 A是严格 T
一

单调半连续的有界映象
,

而且是强

制的
,

即 V z 〔H
,

存在巩〔X
,

使得

lim
{}训‘oo

,

诚 E

(A ”
, 口一 口。

) + j(
z , ”)

一一一一一一一一- 几「分百- - - = 十
‘洲J

I U I

j(
z ,

x) 关于x 是凸下半连续的 ,

(ii ) H 满足下列之一条件
:

(a) H 为完全格 ,
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(b) H 为半序 B a n ac h 空间 (半序由锥尸给出 )
,

尸是正则的 (或尸 是正规的
,

且H 是

弱序列完备的) ,

(11) V : 〔H
,

令

口 (
二
) = {x 〔X

:
(A x , 夕一 x ) + j(

z , x )一 j(
z , 夕)> (f

, 夕一 x )
,

V y〔X }

存在。 , , a :
〔E

,

使得
a l
《口 (

a l
)

,

口 (
a :

)《
a Z ,

(iv ) V z 〔[ a l , a :

〕, ,

j(
z ,

·

)〔F
‘

(E ), V z , , 二 :

〔[a l , a : ] , ,

当二;
《

: :

时
,

就有 j(
: , ,

)

《
, j(

z : ,
·

)
.

则变分不等式

(A x , 夕一 x ) + j(x
, g )一 j(x

, x )> (f
, , 一 x )

,

V , 〔X (3
.

4 )

在 【Q l , a :

〕H n X 中有最大和最小解
.

证 由【l
,

定理 2
.

3
.

4 〕及条件 (i) 知
,

V z 〔H
,

存在唯一 , 〔口 (2)
.

定义S: H , X
,

S (z)

一功
.

于是由引理 2 及条件 (iv )知 S 在 [ a l , a Z

〕,
上保序

.

再由条件(111)知
,

S , [a , , a : ] , 、 [ a , ,

a : 〕, n X
.

故由引理 4
、

引理 5和 条件 (11)知 S在 〔a l , a : ] , 上有最大和最小不动点x.
,

、任[a l ,

几〕H n X
.

而 x 气 x , 即为 (3
.

4 )的最大和最小解
.

口

四
、

应 用

现给出上述结论对 N as h 平衡问题及半线性椭圆型微分方程解的存在性问题方面的应

用
。

设 E ; ,

⋯
,
E

一

为H a u s d o r ff拓扑线性空间
,

设 C = C l x C
: x ⋯ x C

。

为积空间 E = E : x

E : x 一 x E
。

的子集 , J : ,

一
,

J
.

为
n
个实值函数

,
J‘: C ‘, R

, ‘= 1 ,

⋯
, 。 .

Q‘
(刃 为 c ‘

的非空子

集
,
‘= 1 ,

⋯
, ” , u〔C

.

所谓的N as h平衡问题是求
“一 (。1 ,

⋯
, 。 。

)任C
,

使得
。‘〔Q ‘

(“)
,

(泣= 一,

⋯
, n

J ‘(“: , u : ,

⋯
, u 一

)《J‘(
“; ,

⋯
, u ‘_ : , 。‘ , 。‘, 1 ,

⋯
, 。

小
令甲 (

。 , tD ) = J (
“ , 功) 一 J (

“ , 。
)

,

其中

飞 (4
.

1 )

V v ‘〔Q ‘(。)

J (。
, 切 ) = 艺 J

‘

(
。l ,

⋯
, 。‘一 ; , 叨 ‘, 。‘+ ; ,

⋯
, 。 .

Q (
。
) = Q ;

(
u
) x ⋯ X Q

。

(
。
)

则 (4
.

x )等价于求
u〔C

,

使得 (见〔1
, p

.

2 4 o〕)

甲 (u
, w ) + 占(Q (

。
)

, 田)》占(Q (
u
)

, “
)

,

V 阴〔C (4
.

2 )

定理 5 设 (i )E 为H a u s d o r ff 拓扑线性空间
,

C为E 的紧凸子集
,

H 是格
,

E
,

C是 H 的

子格 , J
:
C X C” R

,

O
:
C” 2 “ 而且对每一

u〔C
,

Q (u )C C 为闭 凸子集且为C 的子格
;

~
J (x

,

功上半连续 ,

(11) V Z〔H
,

令

口 (
z
) = {%〔Q (z )

:
J (x

, 夕)> o
,

V g 〔Q (: ) }

设存在
a ; , a :

〔H
,

使得
a ;
《口 (

a l )
,

口 (a
Z

)《
a : ,

(ii i) H 满足下列之一条件
:

(a) H 为完全格,
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(b ) H 为序列相容的半序H a u s d o r ff拓扑空间
,

[ a ; , 。 : ] , n C在H 中拟紧
,

并拟可分 ,

(iv ) J (x
, , )关于 (x

, , )严格T
一

单调 , V z ; , 2 2
〔[ a ; , a :

〕, Q (二1
)《

, Q (z : )
.

则N a s h平衡问题有解
,

即存在
。〔C

,

使得
, 〔Q(

。
)

,
J (

。 , tD )> J (“
, 。
)

,

V , 〔Q (
。
) (4

.

3 )

证 在定理 l中取 沪(
z , x 刃) = J (x 刃) 一 J (x

, x )
,

j(x
, g ) = d (Q (x )

, 夕)
,

不难证明定理 l

中的条件被满足
.

故由定理 1 ,

存在
。〔C

,

使得

J (
, , , )一 J (

。 , 。
) + 占(Q (

“
)

, w )一占(Q (
。
)

, 。
)> o ,

V w 〔C (4
.

4 )

从而
。〔Q (劝且满足 (4

.

3 )
.

定理结论得证 口

定理6 设口是R
.

中的有界区域
,

厂为口的边界且 光滑
.

设
- - , ·

一 r 一 -
一 6 ” - -

一
‘ _

、

犷 = 附
‘, ,

(口) = 褚
。〔L ,

(口)
:

名二 〔L , (习)
, i = l , 2 ,

⋯
, n
卜

,
P> 1

L
、 ‘

a X ‘
’

“ “
‘

J

K = 王。〔牙
’, ,

(口)
: 。

> o , a
.

e
.

于F上 }

a 。〔L co (口)
, a 。(x )> a > 0 , a

.

e
.

于习

设设

设A :
牙

’, ,
(幻), (牙

‘, ,

(习))
.
(那

‘, ’

(幻)的对偶空间) 由下式定义
:

“

一鑫孟({会
.

{
’一“

斋)
+ 一 }

,

一

设F . L ,
(口), (牙

‘, ,
(口))

. ,

且存在 f
; ,

f
:
〔(牙

‘, ,

(口))
. 使得

(i) V “〔L ,
(口)

,

f
l
《F (

。
)《f

Z , a
.

e
.

于口上 ,

(11) V “1 , “: 〔L
,

(口)
,

当。1
《

。 : , a
.

e
.

于口时
,

有

F (
“1
)《F (

。:
)

, a
.

e
.

于口中

则下面的微分方程在K 中有解
:

血 = F (
。
)

,

在D
,

(习 )意义下

。
》o ,

在牙
‘一” , , ,

(厂)意义下

鑫1会}
’一 “

会
一> “ ,

“甜 一“” ”
’

‘r ,意义下

(4
.

5 )

么 I 刁u l, 一 2
口。

台 }而 } 而
价

’

“一 ” ’

在牙一 1 / p
’ ,

p ,

(r )和牙
’/ p

, ,

p (r )对偶意义下

证 V 。 , 。〔分
, , ,

(口)
,

令

” 户 .
, 二 _ , , , 月

‘A一 ,一 ‘一 , 一葱}
。

1箭
一

{
r 一

器
‘

会
“X +

}
。一 ,· , ’

一 ’

⋯d X

由【5] 知
,

(4
.

5 )的解即为下面的变分不等式 (4
.

6 )的解
:

求
。〔K

,

使得 (A
。 , 。一 。

)《 (F (
“
)

, 。 一 。
)

,

V v 〔K (4
.

6 )

于定理 3 中取X 一牙
’, ,

(。)
,

V = K
,

H = L’ (口)
.

则X 为实的自反 B a n ac h 空间
,

V c

X 为闭 凸集
,

H 为半序B a n a c h空 间
,

其半序由锥 尸 ~ {f 〔L, (口)
:

f(x) > o , a
.

e
.

于 口 }
,

且

H 为矢量格
,

X
,

V 为H 的子格 (见 [e 〕)
.

另H 显然是正规的
,

又因H 是 自反的
,

故是弱序

列完备的 (见〔7〕)
.

又由〔5 ]和〔6〕知月是有界强制半连续且为严格T
一

单调的
.

下 证在定理 6的条件下
,

定理 3中的条件(iii )
,

(iv) 被满足
.
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事实上

,

由假设存在f
: ,

f
:

〔(平
‘, ,

(口))
. ,

故由 [ l
,

定理 2
.

2
.

1 1 ]知存在a ; , a :

〔L ,
(口)分别

是下面两个变分不等式的解
:

(A
。 , 。一 。

)《 (f
; , 。一 v

)
,

(A
。 , “ 一 。

)《(f
: , “一 。

)
,

V ”〔K

V ”〔K

(4
.

7 )

(4
.

8 )

由条件 (i) 知

f
:
《F (a

:
)

,

f
:
> F (。小

a
.

e
.

于口上

于是由引理 2 , a : ,

碗满足定理 3 中的条件 (iii )
.

另由条件 (ii) 知F 是保序的
,

故定理 3中的条

件 (iv) 也满足
.

因而定理 3 中的条件被满足
.

故由定理 3知 (4
.

6 )在K 中有解
,

从而 (4
.

5 )在K

中有解
.

口
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