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摘 要

本文介绍了由偏微分方程支配的系统的最优控制理论中有关应用奇异摄动方法时出现的 各 种

问题
�

考虑了渐近分析来自状态方程
�

或来自性能指标函数
�

也考虑了状态方程是定义 在 摄动域

内的情形
�

关位词 最优控制 摄动技巧 偏微分方程

一
、

引 言

众所周知
,

最优控制理论中碰到的主要困难之一显然在于系统的维数多
、

阶数高
、

规模

大
,

尤其是数值计算的规模
�

因而一个自然的想法就是采用奇异摄动法
,

以便简化问题
�

这种思想巳经广泛用于由常微分方程表示 的系统的最优控制 �可参 阅文 �� 、 ���
�

本文

将介绍关于由偏微分方程支配的系统的最优控制理论中的奇异摄动方法
�

让我们以
’‘

抽象
”

的形式定义状态方程

�� � � � �
。

��
�

��

其 中� 是一个无界算子
—

线性的或非线性的 , 我们在� �� �中 �� 的定义域� 求脚 ��
�

�� 的

右边
,

�是给定的
, 。〔� 二控制空间 , � 是从 � 到 � 的值域的线性算子

,

设 ��
�

�� 具有 唯一

解
,

用� �的表示
,

它是系统的状态
�

给定性能指标函数� �的为

� �
。
�� 少 �, �

。
��� 梦 �

�
� ��

�

��

其中
,

巾和梦分别是� 的给定值域上和� 上的泛函
�

容许控制集� � 定义为

�� � 关于
。
的约束
—

例如
”〔�

� 。�� � ,

� �� � 关于�� 的的约束
—

例如以�� 〔� � � 的值域
�

最优控制问题是求

�� �� �
。
�

, ”〔�
。。

��
�

��

·
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和求一个元素
“〔�

。。 ,

如果它存在的话
,

它满足

� �
。
�二 �� �� �

刀� ��
�

��

该元素
“ 即叫做最优控制

�

奇异摄动方法

当问题的数据里存在数量级不同的系数时
,

人们就会想到采用奇异摄动方法
�

我们将用
。� �表示一个小参数

�

我们引进下列三种主要情形的摄动
�

二
、

状 态 方 程 的 摄 动

令 �
�

为一族无界算子
—

我们记住在各实例中是偏微分算子
�

现在状态方程是

�
�

�
一

� � � �
”

��
�

��

假设它具有唯一解 , ,

�的
�

性能指标函数是
�
�

�
��
�� 巾 ��

。

�
。
��� 梦 �

。
� ��

�

��

令 。
�

是 ��
�

��的一个最优控制
—

假定存在的话
�

假定当
。, �时

,

�� 在某种意义上
“

收敛到

一个比�
。 , 。� 。

“

更简单
”

的算子�
。 ,

这意味着按某个拓扑
, ,

�

�约收敛到�
。

�的
,

其中

�
。, 。

�
。
�� � � �

。 , 夕。�
”
�任� ��

。

� ��
�

��

如果性能指标函数在� ��
。

�上连续
,

则
“

极限
”

问题就是在�
。。上使泛函

�
。

�
。
�� 巾 ��

。

�
。
�� � 梦 �

。
� ��

�

��

极小
�

就此情况而论
,

问题在于
�

� � � 解极限问题
�

—
它是一个比初始问题

“

更简单
”

的问题
�

� � � 查明在什么意状下用极限问题
“

逼近
”

原问题
—

和例如可能的话用摄动法找到

气的渐近展开式
�

例 � 令口为�
”

的一有界开集
,

具有边界 厂
�

令� 为二阶椭圆型算子
,

由下式给定
�

, ,

一 �
孟

一

�一
�
·
�

黝
,

一〔�
·
‘“,

习
� ‘,
�� �乙

‘亡,
� � 习乙二

,

状态由下式给定
。� �

。

�。� � 刀
。

�� �二� �
。 ,

口�
。

�
。
��口

。, � �
,

其中
,

刃面
,

表示联系� 的余法向导数
�

� � � , � �
�

在口中 ��
�

��

在口中

在厂上
� ��

�

��

按变分形式
,

我们引入索波列夫空间
�

�
‘

网 一不
,
�
, ,

半
。�� 动

气 � 口不‘

”

�
具有其通常的希尔伯特结构

,
对于甲

,
中〔�

‘

�口�
,

� , � �

我们令

。 �,
,

。�一�
上

口甲
� ‘,
�� �篇

刁巾
� 二 � �
口� ‘

��
�

��
“

,

, 卜分
, �� �
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则 ��
�

� �等价于
�

。� ��
。

�。�
, 切� � �夕

,

�� �
�

切 �一 �� �
� ,

切�

� 切〔�
,

�口�
�

�
,

�
。
�〔��

’

�口�

我们假定
� 〔�

。。� �
�

�口�的闭 凸子 集
�

方程 ��
�

�� 有唯一解
�

性能指标函数 由下式给出

��
�

��

��
�

��

�
。

�
。�一 ��

。
。

�
。
�一 �

�
一、二 � 、 �

。�、�

� 口 � �
��

�

�� �

其中�
‘
是给定在尸 �口�中

,

且其中� � �
�

众所周知 〔例如参看� �� � � 花� 全和那里的文 献目录 �
,

其中

� �� �� � �
。

极 限问题是直截了当的

当。� �时
, ,

。

�
。
�� �

�
�口�中的� �

。�
,

��
�

� ��

� �
·�一

�
「�, � 一 � · ,

� � � 一 , d X
( 2

.
12)

若
。
表示

in fJ (。)
, 。〔U

。 。
(
2
.
1 3

)

的解
,

则当 :。 0 时
。。

。 。 , 。〔L
Z
(口)

.
下一步就是用摄动法求

: ,

的展开式 (参看文 〔3、 4] )
.

三
、

性能指标函数的摄动

令状态方程由 (1
.
1) 式给定

,

令中
。

和 巾l为两个刀(L) 上的已知泛函
.
我们假设性能指标

函数给定为

J
,

(

。
) = 中

。
( , (

v
) ) + 。中

1
(夕 (

v
) ) + 梦 (

v
) (3

.
1)

于是极限问题是使

J 。

(

。
) = 中

。

(
, (

。
) ) + 梦 (

v
) (3

.
2)

极小
.
这是一个可比原始问题更简单的问题

.
象情形二中一样

,

下一步就是查明 极 限 问 题

按什么方式
“

逼近
”

原始问题
.

例 2 考虑 (2
.
5)式中给定的月并假定状态方程为

口夕/决 十卢g 二 f
,

在口 x 」0
,

T 「中
、

口y / 以。
A
~

v ,

在 咨上 > (3
_
3)

y (x
,

o
) = 夕。 ,

在石2 1扣

这里夕
。

给定在L
,

(
口)中

.

我们定义
‘* 一

L

, 、/

(3
.
4 )

并考虑性能指标函数

J
。

(

。
) 一

{

,

(
。, (

。
) 一2

1
)
2
、, + 。

{

_

(。(
。
) 一 2

2
)
2
、: + 、

f
。 2、二

J O J刃 J 刀
(
3
.
5
)

其中Z
:
是在L

Z
(。

,
T ) 中给定和Z

:
是在刀(刃)中给定

.
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若U
a。
是尸 (刃)的一个闭凸子集

,

我们考虑

in fJ
,

(

刀
)

, 。〔U
a。

令叭是 (3
.
e) 的唯一解并令 , (叭)二y二

(当:, 0时的) 极限问题在这里很简单
.
定义

(3
.
6)

,
。

(

”
) 一厂(

。。(
。
) 一 z

,
)

,
‘, + , 【

_。 :、二
JO J刀 (

3
.
7
)

并用
“
表示

J 。

(

“
) = i n f J

。

(

”
)

, 。〔U
。。, “〔U

ab

的解
.
容易证明

‘ , “ ,

在L
Z
(刃)中

,

当。、。时

不过 (3
.
5) 是一个很简单的问题

.
事实上

,

从(3
.
3)得出

(3
.8)

(3
.
9 )

d
, _ 、

r

,

。

而 气‘y ) 一
J
二”a 才 ““J

, “, LU) = cg
。

(
3

.

1 0
)

故

cg (
”
) ~ cy

。

因此
,

如果我们令

。
4

卫cj(x
,

、
·+

丁:呵
二 ·

dr (
3
.
1 1

)

(
3
.
1 2

)

那么就有

2 1一2 1一, 。一

I :

·
, ( x

, ·
) d

·

‘
。

‘
·
, 一

I:(买
d·

Jr

·
d r 一 2

1
(, )

)

’
d , +

可
:一J 二

(3
.
13)

可见(3
.
7)是一个初等问题

.

下一步就是要用摄动法寻求一个渐近展开式
.
如果是无约束的情形

,

一般地说
,

最优性

系统如下
:

日, ,

/ 口才+ A 夕
。

=
f

,

口y
a
/口

” ,
二 u

,

一 口p
.
/口t + A

书
p

。

二c夕一 2
1

(3
.14)

dp.闰” , .
=

s

勿一 2
2) ,

在刃上

,
.
(
x ,

o
) = 夕。

(
x
)

,
P

.

(
x

,

T ) = o

}

(
3

.

1 5
)

L

(
,

·

+
N 二 , ‘

一
, d , > “,

V

·‘U

一
〔U 一

(3
.
1 6 )

( 3
.
1 7 )

其中P. 是系统的状态y
.
的伴随状态 ,

, ·*

一 E 泥
‘

(

·
:

,
(

X
)

言署
一

)

, ·
, , ‘X,
一

‘X ,

在无约束情况下
,

P

.

+
N

“

一0
,

如果我们找到一个展开式

, 一 , 0 + 。v
l
+ ⋯

,
P

,

= P

O
+

e
P

I
+ ⋯ (3

.
18 )

我们就得到就 (3
.
5) 来说的护

,

P0 的最优性系统 (但根据(3
.13)这是没有用的) 和少

,

夕 的系

统
:

刁g ‘/ 口t + A g
,

= o
,
一口P ‘/ 口t + A

. P
‘
=

cg

‘

夕,

(
x

,
o

) = o
,

P

,

(
x

,

T
)

= o

口v
l
一
_, 。

口P
l _

。 , 、 。
,

孟
+
方p

‘
一 0

,

品认二
“。一 Z

: ,

在刃上

(3
.
19)

(3
.
20)

(3
.
2 1)
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这个系统可以是去辐的
.

实际上从 (3
.
19)

、

(
3

.

2 0
) 和 (3

.

杀
·。1 一

汀
二
p
’
“r

,

2 1
) 得到

(cg
,

) (
0

) = o

从而

因此

二
:
‘,卜舟买

d·
Jr

,
l
d , -

一

丫
十

A’P
1一
武“

Jz.ra

二
,

斋
一。

。一 :
: ,

P
‘

(
义 ,

T
)
二 o

f

在刃上 )

所 以夕可 以独立于犷算得
,

且

(3
.
22)

(3
.
22)中夕

。
二v (

u
)

,

其 中
。是 (3

.
5)

、

(
3

.

1 3
) 的解

.

8
“ 。

=
朋一 而矛P

‘

十 ”
.

止 y
(
3

.

2 3
)

不难证明展开式(3
.
23 )的收敛性

.

l e _八 {{
‘一铲一 万夕

一

少l

且有

《
coZ

乙.(2 )
(3
.
2 4 )

四
、

定 义 域 的 摄 动

作为最优控制中摄动技术的最后一个例子
,

我们 现在考虑由一个
“

摄动域
”

所描写 的系

统
.
更确切点说

,

我们准备考虑这样一个系统
:
其状态由定义域习

。

中的偏微分方程的解所给

定
,

该域是一个更简单的域口
。

的
“

摄动
”

, 口
。

的边界r
.
解析地描述在下面的 (4

.
1) 式 中

,

跟前

几节一样
,

我们希望得到问题的
“

简单
”

近似
.

令日
。

为R
.
的一个有界开集

,

具有光滑边界厂
。.

如果x〔厂
。 ,

我们用 州x) 表示在x处厂
。

的

酉法线
,

方 向指向口
。

的外部
.

令a( x) 为给定在厂
。

上的纯量连续函数
.
对于足够小的

。
(为了避免任何拓扑困难)

,

我们

定义
〔. ,

厂
一
二王x + ea (x )

。
(
x
) }

x 〔厂
。

} (
4

.

1
)

并用口
.
表厂

.“
内部

”

的开集
.

令E 和 F 为包含在所有足够小
。的口

.
中的给定集

,

它们是 > 0测度的可侧集
.

对于
v〔L “( E )

,

我们通过

A g 。 ~ f
+
。x , ,

g
。
= 0

,

在口
。

中

在厂
。

上
} (4

.
2)

定义系统的状态 y
.
(
。
) ~ 夕二 (4

.
2 ) 中的 A 是 (2

.
5)式 中的二阶椭圆型 算子

,

其 中 “‘,
定义在

U
.
口
.
的一个邻域中

,

f 也是在该邻域内给定并属于L
Z, x , 是E 的特征函数

.

令性能指标函数为

J
.
(· ) 一

I

,
. v

.

(
·
)
一 Z ·

}
Z
d
X + N

J

: 一d /
气4
.
3)

这里 Z
‘

是在Lz (F )中给定的
.
我门要找in fJ

.
(动

, 。任U
。 。一扩 (E ) 的闭 凸子集

.

这一问题具有唯一解‘
, , .

(‘) ~ , 二 形式上
,

极限问题如下
:
我们定义 , 。

(的是
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A g。 ( v )
=

f
+

v 大 , ,

(
4

.

4
)

g
。

(

。
) ~ o

,

的解
,

而极限问题是

in fJ
。

(
。
)

, 。〔U
o。

J
。

(
·

卜J.
}。。‘· , 一 Z

‘
.
Z
d
/
+

叮
:·Z

d X }
(
4
.
5
)

显然
,

如果厂
。

是一个
“

简单
”

边界
,

另一方面
,

若厂
:
是一个

“

复杂
”

边界 (例如
,

对应于快速

振荡函数a)
,

则 (4
.
5)比原始问题

“

简单
”

得多
.

因此
,

一个自然的想法是试图通过在口
。

上算得的函数展开
“.和y二

[ 1 ] K o k o to v ie
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