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摘 要

本文研究两个主星体的质量缩减因子q.
.

如((一 oo
,

1」的光引力限制性三体问题
.

文中给出一

种平动点的个数估计和位置计算的分析方法
。

结果表明对于不同的q1 和q :

可有 1、7 个平动点
。

作

为应用
,

文末还讨论了太阳系类似彗尾尘埃物质的运动
.

关扭词 光引力 质量缩减因子 平动点

_ 己1 性兰
.

、 J 巨 「斗

恒星 (包括太阳 ) 对其附近运动的天体不仅具有引力
,

还通过微粒辐射等对它们存在光

压力
.

光压力尸
, 与引力 F

,

方向相反
、

形式相 同
,

即都与距离平方成反比
.

因此当夭体同时

受到恒星引力和光压力作用时可以用一个等效力 即光引力来表示
.

通常太阳系和恒星系中小

天体 (特别是尘埃物质) 是在这二种力同时作用下运动的
,

因此研 究天体在光引力作用下的

运动问题是一个既现实而 又重要的问题
.

我们可 以将光引力写为

F = F 口一 F
,
一 q F ,

(1
.

1)

其中q = 1 一 F ,/ F 口是常数
,

称为质量缩减 因子
.

利用 (1
.

1) 式不难得到

q ~ l一 (1
.

2 )

式中M和尸是恒星 的质量和光度
, a 和 p 是运动天体的半径和密度

, “
是恒星光压效率 因子 ,

A ~ 3/ 1 6二C G 是常数
,

在C
·

G
·

8 制中A = 2
.

9 83 8 x lo 一 “ .

对于太阳有

q o 二 1 一 5
.

7 3 9 6 x lo 一 S

竺
-

口p

对于一般天体
,

例如行星由于
a
较大

, q ~ 1 ,

(1
.

3 )

对于小天体
,

例如小行星和卫星等有 o < q

< 1 , 但对于空间尘埃物质 由于
a
很小

,

可使 q < 0 ,

例如彗星中 I型彗尾是由一些大小在微

米量级的尘埃颗粒组成
,

这时有 一 1
.

2 < q < 0
.

5
.

对于一些处于爆发状态 的超新星 由于在短

二国家自然科学基金资助项目
.

1 9 9 2年 6月7 日第一次收到
.
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时间内可释放出大量的能量
,

这样使 q 更小
.

因此 q 可 以在 (一 co
, l」区间内取值

.

尸aa
; H e

-

B

cK
。 众二’二一 二5 二等研究了光引力限制性三体问题得 到共面平动点可能存在的区 域

.

本文进一步

研 究当两个主星体的质量缩减因子 q ; , q Z
〔(一 co

,

l〕时的光引力限制性三体问题
,

并给出直线

平动点和共面平动点个数估计和位置计算的分析方法
.

另外还将结果应用到太阳系讨论类似

彗尾尘 埃物质 的运动
.

二
、

运动方程及其特解

利用文〔6 」或〔7 」中的方法
,

不难得到小夭体在两个主星体 (它们 的坐标分别为 一 拼和

一 月) 的光引力 乍月下在淀转系 扣正 oflJ 塑无量纲 的 运 动方程是

、、.百‘.
‘
才

已矛...护子一P口一口

一一
山�dtd 义

d t 一

d P
二

口H
口P

: ’

口H
口P

,

口H
口X

口H d P
二

口H
= 一 丙刃

, 一
鼠厂 -

一汉矛

( 2
.

1 )

一一P’
夕tddd

上式中
,

广义动量

d x
‘ . _

d 夕
. 。

d z

儿 “
~

刁丁
.

一 J , 尸, 一 习了 寸 人 , 尸
,

一刁了
一 (2

.

2 )

H a m i lt o n 函数

, .

!
J

月一2
r

�Zrq一
十

、.,声一

拼卜
r

了‘.、

q
一

!
.L

一梦P
X

一苦P夕十
、,.1声
苦

,‘Z、 (
、 , ,

, 二 ,

,
二 ,

,
,

.

,
二

) 一冬( , :
+ , : + ,

‘

(2
.

3 )

其 中拼= M
:
/ (M

, + M
Z
) (M

:

( M
I
)

,

而

r , 一 r ( x + 。)
2 + 。2 + 二 2

了气
: 2 一 〔( x + 。一 l )

2 + 。2 + 二 2

」蚤

(2
.

1) 式有一个积分是

( 2
.

4 )

: (
* 2 + ,

2 + : 2

) 一 冬(
x Z + 。2

) -

“
q : (l 一拼)

r l

卫兰竺 = C
r 2

( 2
.

5 )

、...月理刃...‘
‘

1
.....了,

n
一一

另外
,

还有一组特解
,

它们满足

、一 q ‘( 1二拼). (冬土些) g : 拼(x + 拼一 l )
r 圣

g 一
鱼工专厂

)
一

“一

臀
“一 ”

(2
.

6 )

恻心
9 1 ( 1 一 拼)

_ .

一下
- .

—‘ -t-
Z = 0

利用 (2
.

6 )式可 以求出特解
,

确定光引力 限制性三体问题 中平动点的位置
.

当 q : 与 叭 同

号时
,

由 (2
.

6 )式的第三式有
二 ~ o ,

这时所有的平动点都在xg 平面内
.

相应 , 一 o 的是直线平

动点
,

, 斧 o的是三角平动点
.

当q l与吼异号时
,

由 (2
.

6) 式的第二式有g = o ,

这时可得在 xz 平

面内也存在有平动点即共面平动点
.

如果两个主星体相互作椭圆运动
,

则可利用文〔8 〕所给

出的运动方程得到类似的结果
,

例如这时在波动坐标系中也有共面平动点
.
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三
、

平动点的个数估计和位置计算

1
.

共面平动点

由 (2
.

6 )式的第一和第三式
,

有

q ,
(l 一 拼)

.

—
宁

q Z拌
(3

.

1 )

x + 夕攀
r 乏

(3
.

2 )

由 (3
.

1) 式有
r l 「q l

(l 一 拼)1
, ‘ 3

一

~ 一 l

—
l = 付

r 念 L q Z拼 J
(3

.

3 )

由于夕1与价异号
,

故 k 是一个大于零 的常数
.

利用 (2
.

4 )
,

(3
.

2 )和 (3
.

3 )式不难得到共面平动点的位置是
二

一 呼
. 二 一 士

_

/厅
一与 1 +( ; 一 。

2

) :

牙
-

q 玉
’

r- 4 -
(3

.

4 )

其中r Z

是共面平动点与小主星体之 间的距离
,

它 满足

(l 一 k
Z

)r夏+ (2拼一 l )
r

卜 2 9沼 = o (3
.

5 )

由于 r : 一 r ;
《 1 ,

则 (3
.

4 )式中有
r 璧) [ l + (l 一掩

2

)
r君〕

“

/ 4
.

对于确定的拼
; , 9 1和 q : ,

可以利用数

值方法由 (3
.

5 )式计算出
r : ,

然后再代入 (3
.

4 )式得到共面平动点在xz 平面上的位置
,

它们是

以 x 轴为对称的
.

由于 q ,和 q Z

必须异号
,

不失一般可令q ; < o ,

qz > 0
.

(3
.

5 )式是
r :

的 5 次方

程
,

当k > l ,

即

。< q :

< 一 1二梦q ,

拼

时
,

(3
.

5 )式的系数不变号
,

无正实根
,

这时没有共面平动点
; 当掩< 1 ,

即

拌 _ , _ / 八

一 面一一不9 2气
、

甘1 ‘、 U

1

一 尸

时
,

(3
.

5 )式的系数变号一次
,

它有 1个正实根
r : ,

这时可从(3
.

4 )式求出 2个共面平动点Le 和

L
, .

如果 g : > 0 , q z

< 0 ,

当k < l
,

即

。 / _ / 拌 _

U ‘
火甘l ‘、 一 石一二万甘么

. 1 一 户

时
,

(3
.

5 )式的系数变号 2 次
,

它可能有2个正实根
,

这时可 从 (3
.

4 ) 式求出 4 个共面平动点

L . ,
L , , L . 和L 。.

2
.

三 角平动点

由(2
.

6 )式的第一和第二式可 以得到对于 g 今 o , z = 。的解应有

q l q Z

犷贾 r孟

l 一
州 l二些 一

掣
一

一。
(3

.

6 )

或者
r l = g 圣

/ 3 , r Z
= g 圣

‘3

由 (3
.

7 )式显然可 以看出
: 当两个主星体的质量缩减因子满足 口: > 。,

(3
.

7 )

g :

> 0 和 q 盒
了3 + q生

2 “

) 王
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,

光引力限制性三体问题才有三角平动点
,

因此得到这样结论
:
在 光引力限制性三体问题

,

共面平动点和三角平动点不会并存的
.

利用 (2
.

4 )和 (3
.

7 )式可得三角平动点的位置是

时中

X 一

;
“ 十 “ ;

/ 3 一 q ,
/ 3

, 一‘

{
。一 士

l
。;一 ; (l 一 。: 一 + 。;

尹3 )
2

〕
‘

{
(3

.

8 )

3
.

直线平动点

由 (2
.

6 )式的第一式可 以得到对于 , = 0 , z 一 o的解有

9 1
(1一 拼) (x + 拼)

}% 十拼!
“

口:拼(x + 拼一 1)
}x 十拼一 11

(3
.

9 )

(3
.

9 )式有二个奇点
: x - 一 拼和 x 一 1 一“ ,

因此我们可以分为三个区 间 I (一 co
, 一川

,

I (一拼
, 1 一 拼)和 l (1 一 拼 ,

co )进行讨论
.

在这三个区间内
,

(3
.

9 )式分别 化为

, :
(x) 一

+

裂留
十 (二

摆
, )

2 一 “

, 2
(、

一公罕
十 (x

摆
, )

2 一 “

(3
.

1 0 )

(3
.

1 1 )

甲3

(x ) = % 一
g ,

(1 一 拼)

(x + 拼)
“

q Z拼

(x + 拼一 1 )
“ (3

.

1 2 )

由 (3
.

1 1) 式可 以得到

甲二(x) 一 1 十
2 q 2 拼

(x + 拼一 l )
“,

(3
.

13 )

、...、
,
.

了.../
护

切竺(x ) -

Z q , (l 一 拼)

(x + 拼)
“

印l(匕川
_

二

(x + 群)
端

6 q 2拼

(x 十 拼一 1 )
4

在区间 I
、

I 和 l 内我们可将平动点的位置分别写为
x l 一 一拼一君l , x :

一 1一 拼一占
2 , x 3 一 1一 拼十占

:

(3
.

14 )

由于大 1 < 一 拼, 一 拼< 介< 1 一 拼和xs > l一 拼故有占
: > O , 0 < 如< 1 和 雪

3

> 0
.

将 (3
.

1 4 ) 式分别代

入 (3
.

1 0 )、 (3
.

1 2 )式后可得

鱿 + (2 + 拜)雪老+ (l + 2 拼)占} + [ (1 一 口:

)一、一 Q l (1一 拼)]雪望一 2 9 , (1一 拼)占
1 一 9 1

(l 一拼) “ o

(3
.

1 5 )

鱿 一 (3 一 拼)占共+ (3 一 2拜)蜜孟一 〔(l 一 g ; ) (l 一 拼) + 9 2拜」占孟+ 2 9 : “占
: 一 g :拼 = o

(3
.

1 6 )

占; + (3 一 拼)占雪+ (3 一 2拼)雪; + [ (1 一 9 1
) (l一 拼) 一 g : z‘〕占; 一 2 9 :件占

。一 9 2 拼= o

(3
.

1 7 )

由于q , ,

叽〔(一、
, l〕

,

因此可 以根据它们 的符号分为四种情形
:

( 1 ) O < Q ; < 1 , 。< 小< 1
.

这时 (3
.

1 5 )和 (3
.

1了)式的系数变号 1次
,

因此在区间 1 和 l

内有 1个正实根
.

在 区间 l 由 (3
.

1 1 )和 (3
.

1 3 )式有
x 。 一川

, 甲 :

(x) , 一 oo
, x 、 l 一厉

, 甲:
(x)

, 十 co 不口甲 ; (
x

)> 0
.

这意味着 (3
.

1 1) 式只有 l个实根
.

因此这时有3个平动点L ; ,

L
Z

和乌
,

利

用 (3
.

1 5 )、 (3
.

1 7 )式对于给定的 q ; ,

q :

和拼值可 以算出它们 的位置
.

(2 ) q , < 0 , 0 < 吼< , .

这时 (3
.

1 5 )式的系数不变号
,

而 (3
.

1 7 )式的系数变号 1次
,

因此
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在区间 I内无正实根
,

在区间 l 内有 l个正实根
.

在区间 I有 x , 一矿
, 甲 :

(x) 。 + co 和 x *

1一 厂
, 沪2

(x )、 + , 以及‘ (x) > 0
.

显然相应于叭 (劝 ~ 0 的x 值如果使甲
:

(匀< 0 , 切2

(劝 = 0 ,

甲 :

(x) > o ,

则分别有 2个
、

l个和无实根
.

因此对于这种情形最多可以有 3个平动点L
: 1 ,

L
。2

和

L
3 .

利用 (3
.

1 6 )和 (3
.

1 7 )式可 以算出它们 的位置
.

( 3 ) 0 < q l< 1 ,

乳 < 0
.

这时 (3
.

1 5 )式的系数变号 l次
,

而 (3
.

1 7 )式的系数不变 号
,

因

此在 区间 I 内有 1个正实根
,

在 区间 l 内无正实根
.

在 区间 I有 x ” 一矿
, 切2

(x) ” 一 co 和X ”

l 一‘
, 切:

(x ) , 一 co 以及甲g (x) < 0
.

相应于叫 (x) = o 的x 值
,

如果使 甲2
(x) > o ,

则有 2 个实

根 , 使切
:

(x) = o则只有 l个实根
;
使q7 :

(x) < o ,

则无实根
.

因此这时最多只有 3个平动点L l ,

L : 1和 L
Z : ,

利用 (3
.

15 )和 (3
.

1 6 )式可 以算出它们 的位置
.

( 4 ) q l < 。,

吼< 0
.

这时(3
.

15 )和 (3
.

17 )式的系数都不变号
,

因此在区间 I 和 I 内都

无正实根
.

在 区间 I
,

(3
.

1 6 )式的系数变号四次并有x ” 一矿
, 中 2

(x) ” 十 co 和 ‘” 1 一 拼一 ,

甲:

(x) , 一 co
.

这样要求舀
:

< 1 的正实根只能有 l个或者 3个
,

如果相应于叫 (x) ~ o的尤 值能使

甲2

(x) 既为正又为负
,

(卿
:

(x) > 0 , 切2

(x) < 0)
,

这时可有 3个正实根
.

因此对于这种倩形最多

也只有 3个平动点岛
, ,

岛
:

和岛
3 ,

利用 (3
.

1 6 )式可 以算出它们 的位置
.

四
、

结 论 和 应 用

1
.

由于三角平动点和共面平动点不可能同时井存
,

因此在光引力限制性三体问题中至

多只有 7个平动点
.

2
.

当q l > 0 ,

外> o 时有 3个或 5 个平动点
.

如果 叭
/ “+ 叭

尹 3 < 1 ,

则只有 3 个直线平动

点 , 如果叭
尹“十叭

/ “

> 1 ,

则有 3个直线平动点和 2 个三角平动点
.

当 q ; = q :
= l 时化为经典限

制性三体问题
.

3
.

当 q , < 0 ,

吼> o时有 l、 3个或3、 5个平动点
.

如果k> 1即

_ / 拼
甘1 ‘

、
、 一

,

一 9 2

1 一 仔

则只有 1、 3个直线平动点
,
如果k < 1 即

_ 、 拼 _

甘1 2 户 一 不 一万
.

甘2
1

一 仔

则可有 1、 3个直线平动点和 2个共面平动点
.

当ql > 0,
.

仇<0 时有 3、 5个或 l、 3和 5、 7个平动点
.

如果k > 1即

、: > 一 、二、
、2

则有 1、 3个直线平动点和 2个共面平动点 ; 如 果k < l即

, 1 一
, 一

,止 : 9 2

且 一拼

则有 l、 3个直线平动点或 l、 3个直线平动点和 4 个共面平 动点
.

5
.

当 q l < o , q Z

< 。时有 1、 3个平动点
,

它们全是直线平动点
.

我们将本文得到的结 果应用到太阳系可 以讨论彗尾 尘埃的运动
.

太阳系中
,

类似彗尾尘埃物质在太阳引力
、

光压力和木星的引力作用下的运动问题可以

处理成光引力限制性三体问题
.

这时q :
~ l , 拼一。

.

9 53 8 x 10
一 3 ,

并取、一 1
.

设某些尘埃颗粒
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的半径是0
.

5 x 1 0
一毛e m

,

密度是 1
.

1 4 7 4 9 / e m 3 ,

则由 (1
.

3 )式可得 g , = 一 o
.

4 5 3 2 x lo 一 3 .

由 (3
.

3 )式有九~ 。
.

7 8 0 1 ,

再代入 (3
.

5 )式
,

利用微分改正法可以算出共面 平动 点与木星

的距 离是
r : 一 1

.

5 9 7 3或 8
.

3 1 04 A U
.

将它们代入 (3
.

4 )式后可得 L
。

和L
7

的位置是

{
X 二 一 0

z = + 1

.

2 3 4 0 x lo 一 “

或 一 1
.

2 1 7 5 x l0
一 “

A U

2 4 6 1 或 士6

由于q l < o ,

因此这时没有三角平动点
.

.

4 5 3 2 A U

将q : ,

叭和拼值代入 (3
.

1 3 )式
,

求出使叫 (x) = 。

的X = 0
.

0 9 5 7 ,

由于 9 1 < o , g :

) 0而 x > o ,

从(3
.

1 1 )式显然有 甲:

(x )) o ,

这时无实根
,

因此

在区间 I 内没有直线平动点
.

将q , ,

叽和拼值代入 (3
.

1 7 )式后
,

采用迭代法解出 省
3

= 0
.

0 3 0 4 ,

将它代入 (3
.

1 4 )式后可得在区间 l 内直线平动点L
3

的位置是 x 3 ~ 1
.

0 2 9 5或者5
.

3 5 6 3A U
.

因

此这种尘埃颗粒运动总 共只有 3个平 动点
,

它们是 L
3 ,

L
。

和L
7 .

本文 曾得到钱伟长教授的关心和帮助
,

另外董金柱教授对本文也提出了许多十分有益的

建议
.

作者对他们深表谢意
.
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