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摘 要

我们推广了T ul c e a 的抽象经济平衡存在定理到非紧策略空间
.

我们的定理也改进了 T ia n 的

最近结果
。

关匆词 抽象经济 平衡 C一优化的

一
、

引 言

最近 T ia n 3 ’
对具有无 限维策略空间

,

具有可数无限多个经济人和 不具有有序选择的抽

象经济提供了一有趣的平衡存在结果
.

T ia n 的结果是 Y a n n el is 一
P ra b h a k ar

丁6 ’
的存在定

理的推广
.

然而 T ia n
产 3 ,
的主要定理 (定理2) 含有一小小的缺陷

.

在本文中
,

我们将利用

T ia n 的主要思路推广 T ul c e a
一

5 ’
关于紧抽象经济的平衡存在定理到非紧设置

.

我们的定理改

进了T ia n 的结果和修正了他的证明
.

二
、

记 号 和 定 义

令 A表集
,

2 通表A 的一切子集的族
.

如果A 是矢量空 间的子集
,

我们将用 c o( A )表A 的

凸包
.

令X 和Y是两个拓扑空间和 S
,

T : X o Z犷是对应
,

则 d s
, s n T

:

X , 2r 是如下定义的

对应
:

(e ls ) (
x ) = {夕任Y

:

(
x , , )〔e l二

、 : g r a p h (S ) }和 (S 门T ) (
x

) = S (x )自T (
x

)
,

对每一 x 〔

X
.

其 中 g r a p h (S ) = { (
x , , )任X x y

:夕〔S (x )}和 e lx 、 :
B 是 B 在 X x Y 内 的闭包

,

称对应

F : X , 2r 是上半连续的(u
.

0
.

c
.

)如果对y 的每一开子集犷
,

集 {x 任X : F (x) n 厂铸小} 在

X 内是开集
, 称尸有开下截 口如果对每一 , 〔Y

,

集F
一 ’

(功 二 {x 〔X : , 〔F (x) }在 X 内是开集
.

按照S h a fe r 一

S o n n e n o e h e in
一

2 ’和 T u le e a s ’,

一抽象经济是三元组 的一族 g = (X ‘,

.
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A ‘,
尸‘

)
‘。 ;
其中 I是有限或无限个经济人的集

.

对每一汇 I
,

X ‘是选择集
,

A ‘,

X = n ‘。 , X ‘
,

Z X ‘
是约束对应

.

尸 ‘: X 、 2凡是经济人汇I的选择对应
.

称点沪 = {对 }
, ,
〔X 是 牙 的平衡点如

果对每一 ‘〔I
,

对〔A : (沪 )和 A ‘(沪) n 尸‘(沪) = 小其 中A
‘

(沪) 表刃
‘
(沪 )在X

‘

内的闭包
.

对

每一 ‘〔I
,

令 X ‘是拓扑矢量空间的非空子集
.

对 每 一 汇I
,

我 们 将 用 C
‘

(见 B or g h n -

K ei d in g ‘’二) 表满足下列条件的一切对应岁
: X * 2 万 。

的集
:

(i) 对每一 x 〔X
,
梦 (x) 是 凸的

,

(11 ) 梦有开下截 口
,

(111) 对每一 x = {x ‘}‘。 , , x ‘
诺岁 (x )

.

一对应必 X : , 2石被说成是C ‘一

优化的
,

如果对每一具有甲(x) 笋小的 x 〔X
,

存在 x 的一邻域

N (x )和梦
*

〔C
‘

使得对每一
z 〔N (x )

,

州
,

)C 梦
。

(z)
.

三
、

一 个 例 子

T ia n 仁“’
陈述了下面定理

:

定理 1 设 g = (X ‘,
A ‘ ,

尸 ‘)‘
。 ,

是抽象经济
,

对每一汇 I满足
:

(i) X ‘
是局部 凸H a u s d o rf f拓扑矢量空间的非空凸可度量化子集

,

(1 1 ) 对每一 x 任X
,

A ‘
(x )是非空 凸集

,

(ii i) 对应 A季: X o Z石 由 A季(x) = 月‘(x) 定义是上半连续的且对每 一
x 〔X A ‘

(x) 是

紧集
.

(iv ) A ‘和尸‘
都有开下截 口

,

( v ) 对每一 x 〔X
, x ‘

诺e o (P
‘

(
x

))
,

(vi ) 存在非空紧凸集C ‘C= X ‘使得
:

(v i
.

a ) A
‘

(C )被包含在一紧凸集D ‘C= X ‘中
,

其中C = 11 ‘。 ,
C ‘,

(v i
.

b ) 对一切
x 任X

_ ‘x Z ‘,

月‘
(

x
)门Z ‘笋小

,

其中 Z ‘= e o ({D ‘U C‘}) 和 X
_ ‘=

H , , ‘X s ,

(v i
.

e ) 对每一 x ‘任Z ‘\C ‘和二 _ ‘〔X
_ ‘
存在 y ‘〔月‘

(
x

)自Z ‘使得 夕‘〔P ‘
(戈)

.

则 罗有一

平衡点
.

在此定理的证明中 T ia n 定义对应K
‘, Z ” 2 2 ,

如下
: K ‘(x) 一月

‘

(x) 门Z
,

V 、〔2
.

然后

他主张由K 季(x) = 月次又)而之
‘
定义的对应K 亨: Z 、 2 ’ .

是 u
.

s
.

c
.

和应用Y a n n e lis
一

P r a b h a 卜

k ar
亡6 三
的定理来得到所需要的结果

.

然而在此定理的假设下
,

K 犷可以不是 u
.

8
.

c
.

我们

用R
Z

中的一简单例子再说明这一事实
.

令 X 二 〔一 1 , 1〕又 [ 一 1 , 1〕和Z = 笼(x
,

功 〔X , 扩 + 犷(

1 , x > o }
.

定义A
:

X ” Z X
如下

:

A ‘x , ”, 一

{
{ (

二 , 夕)〔X : x Z + 夕2

( l , x < 0 } U { (o , 一 1 )} (如果 (x , 夕) = (o , o ))

{ (x 刀)〔X : x Z
+ 刀

z

《 1 , x
《0 } (如果 (

x , , )特 (o , o ))

显然 Z是 X 的非空紧凸子集且对每一 (x ,

功〔X
,

A (
x ,

功是非空 凸集
.

因为对每一 (x ,

功〔X
,

A (x , 夕) = { (% , , )〔X
, x , + 夕2

《 1 , x 《 0 }
,

由A .
(x , , ) = A (x , g )定义 的对应A气 X 、 2x 在 X 上是 u

.

s
.

c 二 显然A有开下截 口
.

由定义对每一 (x ,

功任X
,

有
‘

{ (o , 一 1 ) } (如果 (x , , ) = (0 , o ) )

戒X, 功 。z = 名一
_

_
.

性 (0沼)
, 一 1‘g《 l } (如呆 (x 一y )论 (0 , 0 ))
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和A (x , , )门Z = A (x , , ) 自2
.

显 然 由 K 爷
(

x ,

, ) = A (x 瘩)而玄
,

V (x 刀)〔Z 定义的对应K 肠 ,

Z , 2 “不是u
.

s
.

c
.

四
、

平 衡 的 存 在 性

下面结果是T ul c e a s ’
的定理 4

.

定理2 设 罗 = (X
‘,

A
‘ ,

尸
‘

)‘
,

是抽象经济使得对每一i任I
,

(i) X ‘是拓扑矢量空间E 的非空紧凸子集
,

( 11) 月
‘

有开下截 口使得对每一
、任X

,

A ‘
(劝非空凸和 (c lA ‘) (x) 一 月贯(x)

,

(111) A ‘n P ‘
是C ‘一

优化的
,

(iv ) {x 〔X :
(A ‘n 尸‘

) (x )沪中}是X 的开子集
.

则 罗 有一平衡点
.

仔细分析 T ul o e a 〔“’的定理 4我们注意到其中假设(4
.

4 )蕴含假设(4
.

3 )
.

因此假设 (4
.

3 )

是不必要的
.

下面结果是定理 2在放松紧性条件下的推广
.

定理3 设 g = (X ‘,

月‘ ,

尸‘)
‘

_

,

是抽象经济使得对每一汇I,

( i) X ‘是拓扑矢量空间E 的非空凸子集
,

(ii ) A ‘
有开下截 口使得对每一 x 任X

,
A ‘

(x) 是 凸集
,

(111) 月‘门P
‘

是C ‘一
优化的

,

(iv ) 存在X ‘
的非空紧凸子集Z ‘和Z ‘

的非空子集C ‘使得

(iv
.

a ) A
‘

(C )C Z
‘,

其中C = 11
‘。,

C , ,

(iv
.

b) 对每一大〔Z 二 n
‘: ,

Z ‘,

A ‘
(x) n Z ‘铸小

,

(iv
.

c) 由B 犷(
x

) = A ‘(x ) n Z ‘ ,

V x 任Z 定义的对应 B 贯
:

Z , 2石在 Z 上是 u
.

s
.

c
.

,

(iv
.

d ) 笼二〔Z
:

A ‘(x )门p ‘(:
)门Z ‘笋中}是 Z 中开集

,

(iv
.

e) 对每一具有 x ‘〔Z八C 。
的x 〔Z

,

存在 , ‘〔A ‘
(劝 n Z ‘使得g ‘〔P ‘

(x)
.

则 g 在Z 内有一平衡点
.

证明 对每一‘〔I定义对应B ‘,

Q ‘: Z , 2Z
。如下

:

B
‘

(
、

) = A ‘
(

x
)门Z

:

和 Q ‘(x
) = P ‘

(
x ) 门Z

‘,

(V 二任Z )
.

则对每一汇I
,

我们有

( l ) 由 (11)和 (iv
.

b )
,

对每一
x 任Z

,

B
‘

(x )非空凸
,

( 2 ) 对每一夕
‘〔Z ‘,

B 二
‘

(, ‘
) = { x 〔Z

: 夕‘〔B ‘
(

x )}

= 凌x 任Z
: , :任A ‘(x) n Z ‘}

= {x 〔Z
: , ‘
〔A ‘(x

) }

= Z 门刀了
‘

(夕
‘
)

.

因此 由 (ii )
,

B 二
‘

(夕
‘
)在 Z 中是开集

,

即B
‘

有开下截 口 ,

( 3 ) 因 Z
‘

是紧的
,

由 (iv
.

e
) 对 每一

x 〔Z
,

(e lB
‘

) (x ) = B 犷(二) (见 T u lc e a 「”’,

P
.

2 6 8 )
.

( 4 ) 对每一具有B ‘(x ) 门Q
‘

(x )笋小的 x 〔Z
,

A
‘

(x ) 门p
‘

(x )笋小
.

由(111)
,

存在 x 在X

中的一邻域N (
x )和岁

二

〔C
‘

使得 对每一 Z 〔N (x )
,

A ‘
(

z ) 门P ‘
(

z
) C= 梦

,

(
z

)
.

令 N ;
(x ) = N (

x
)

n Z 和定义对应笋二
: Z , 2 2 。如下 :



盯4 丁 协 平 庄 德 铭

岁二(z) = 岁
:

(z) 门Z ‘ (V Z 〔Z )
.

容易看出岁二〔C
‘

和 B ‘
(

z ) 门Q‘
(

z ) = A ‘
(

z ) 门尸 ‘
(

z ) 门Z ‘二笋
二

(
z ) 门Z

‘= 笋
,

(之)
,

V z 〔N , (x
)

.

因此 B
‘

n Q
‘

是Q
一
优化的

.

( 5 ) 由 (iv
.

d )
,

{x 〔Z
:
B .

(x ) 门Q ‘
(

x
)笋中}是Z 内开集

.

因此抽象经济了 ’ = (Z ‘,

B
‘,

Q小
,满足定理 2的一切假设

,

存在沪〔Z 使得对每一 汇 I
,

对任B ‘
(沪)和B ‘(沪) n Q

‘

(沪 ) =

小
.

假设存在 ‘。〔I 使得
x

乳磋价
.

从 (i v
.

e )推得存在从
。
任击

。

(沪 ) n Zi
。

使得 洲
。
〔Pi

。

(沪 )且

因此 B ‘
。

(
x 关

)门Qi。 (x 关
)二 A ‘。 (x 关) 门P i。 (

x 关
)门Z 、。 笋小这与对 每一 ‘〔I

,
B ‘

(x 关 )自Q ‘
(

x 爷
) =

中相矛盾
.

因此 尹任C
.

由 (iv
.

a)
,

对每一正I
,

A ‘
(沪) c Z ‘ .

由此推得对每一‘〔I
,

x 犷〔月
‘

(x 赞) 和 A ,
(

x 爷
)门P

‘

(
x 肠

) = 小
.

即 x 特
是 2 = (X

‘,

A 。,

尸
‘

)
‘: ,
的一平衡点

.

注 1 如果X
i

是紧凸集
,

由令 c
:

(iv
.

c
)等价于对每一戏X

,

(
c lA

,

)(

理在放松紧性条件下的推广
.

= Z
:

= X
‘

,

定理3的条件 (iv
.

a
)

,

(i v
.

b ) 和 (i v
.

e
) 自动满足

,

条件

x) 二姓护(习和条件(iv
.

d )化归定理2的条件(iv )
.

因此定理3的确是定

注 2 在定理 3 中
,

如果条件(i 11 )和 ( iv
.

d) 由下面更强的条件代替
:

尸‘

有开下截口和对每一 双X
,

劣。守
e o

(p ,
(‘ ))

,

则结论更成立
.

因此定理 3 也 推广 T T u le e a 汇s , 的系 2
.

T o u s s a in t L‘, 的 定理 2
.

5 和

Y a n n e li s一P r a b h a k a r 〔6 ,
的定理6

.

1 到非紧策略空l’ed
.

定理 3 也顺次在下列几方便修正和推广 T T ia n 的定

理2 :

(1 ) I不必是可数无限的
,

(2) X
‘
可以是非度量化的

,

(3) 策略空间E 可以是非局部凸H a
us d of f的

.

[ 4 ]

〔5 ]

[ 6 ]
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