
应用数学和力学
,

第15 卷 第 7 期 (19 94 年 7 月)

A p p li
e d M a t he m a t ie s a n d M e e h a n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

矩形中厚板和夹层板的后屈曲
’

成振强 王秀喜 黄茂光

(中国科学技术大学近代力学系
,

1 9 9 3年 1月4 日收到 )

摘 要

本文研究了矩形R ei s s n e r中厚板和夹层板的后屈曲特性
.

首先将矩形中厚板和夹层板的基本

方程和边界条件表述成统一的无量纲形式
。

对不同的边界条件
,

特别是不对称边界条件
,

文 中发

展了一种应用于非线性分析的混合F o u r ie r级数求解新方法
,

获得了级数形式的精确解
.

非 线 性

偏微分方程化为无穷元非线性代数方程组
,

数值计算中截取有限项进行迭代求解
.

关抽词 后屈曲 中厚板 夹层板

一
、

引 言

Ki
r o hh o ff 经 典板理斌的主要缺点是忽略了横向剪切变形

.

为此
,

研究者建立了许多

计入剪切变形的改进理论
,

最常用的是 R e is s n e r 二”一M in d lin 二2 ’中厚板理论和R e is s n e r 〔3 ,

夹层板理论
.

利用M in dl in 扁壳公式
,

P ic a和W
o o d 二‘’

研 究了一些板 壳 的 后 屈 曲待性
.

C h e n 和D o o n g 〔, ’
应用G a le r k in 法求解T 厚板的后屈曲问题

.

5 七e in 砚6 ,
”对剪切变形板的后

屈曲问题给出了一些结果
.

H e和 C h e n g 二日’研 究了矩形夹层板的非线性 屈 曲 状 态及其稳定

性
.

在这些研究中
,

所有的解析求解仅涉及至少一组对边简支的矩形板
.

纵观在剪切变形板的非线性动静分析中所得的结果
,

不论是能量法或双级数展开法求得

的解析解都是基于位移的假设
,

然而由于假设的局限性
,

除一对边简支这类边界条件外
,

解

析解要么不能满足全部边界条件
,

要么除满足了必要的边界条件外
,

还增加 了不必要的边界

约束
.

此外
,

当中厚板的厚跨比或夹层板的相应参数为零时
,

R ei s“n e r 中 厚板和夹层板理

论可化为K ir c h h o ff 薄板理论
.

然而
,

由于位移假设形式的局限性
,

中厚板和夹层板问题的

解析解化到K ir c h h of f薄板问题的解时却出现了矛盾
.

由于能量法的近似程度难以估计
,

因

而解的精度难以保证
.

现代工业的发展
,

要求高精度的分析
,

准确预测结构的各种特性
.

因

此
,

精确或较为精确形式的解析求解非常必要
.

众所周知
,

N a v ie r 级数和 L e v y 级数分别用于求解全简支边界和其中一组对边简支的

矩形板问题
,

对于其它类型的边界则无能为力
.

而且
,

在线性分析中行之有效的叠加原理却

不能用于非线性分析
.

本文发展了一种用于求解非线性问题的混合 F O u ri er 级 数 展开新方

法
.

混合F o u ri er 级数并非 N a vi er 级数和L e v y级数的叠加
,

尽管其形式是三个级数之和
,

.

刘人怀推荐
.
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但它的系数是具有非线性内在关系的待定函数和待定常数
.

本文研究了矩形中厚板和夹层板

的后屈 曲萝寺性
,

应用混合 F o u r ie r 级数求得了 K a r m a n 型大挠度方程的 解
.

根据不同的边

界条件
,

混合级数的系数可相应地被灵活确定
.

数值计算中通过迭 代求解无穷元联立非线性

代数方程组
.

对级数截取有限项可获得任何期待的精度
,

在此意义上的解答可说是精确的
.

据作者所知
,

在矩形中厚板和夹层板的非线性分析方面
,

还未见到这样的高精度分析应用于

多种边界问题
.

数值结果绘成曲线作了说明和讨论
.

二
、

基本方程和边界条件

考虑一矩形夹层板
二。’其控制微分方程的无量纲形式为

:
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其中 x , g 为直角坐标
, a ,

b为
x 和夕方向上板的边长

,

h
, 才,

为 夹层板的夹心和表板厚度
,

劝
二 ,

功,
为中面法线转角

, 田为挠度
, 切为应力函数

,

定义如下

a
二

一

令
, a ,

一

会
,

。 ,

一 x 口夕

口2甲

口x 口刀

P
, ,

P ,
为表层边界单位长度上作用的均布平面压力

,

曲刚度
,

表达式为

(2
.

1 3 )

G
Z

为夹心的剪切 刚度
,

刀为夹层板的弯

E t了(h + t ,
)

2

2 (l一
, 2

) (2
.

1 4 )

其中 E
, v
为表板的弹性模量和泊松比

.

对于中厚板
,

其控制方程和边界条件与夹层板相司
,

仅仅 无 量 纲参 数 有 所 区别
.

将

(2
.

1 2 )中夹层板的参量 h + t了 , t了和 G
Z

分别代以 h/ 斌 3 ,
h/ 2

.

和 (斌了一 3/ 2 ) 、G
,

就 得

到了中厚板 的无量纲参数表示式
.

其中h为中厚板的厚度
,

G 是剪切刚度
, 、
是 剪切 修正因

子
,

其值在 R e is s n e r理论中为5 / 6 ,

在M in d lin 理论中为二 “

八 2
.

三
、

解 析 求 解

假设中面法线的无量纲转角梦 : ,
梦 , 和挠度才具有下面混合 F o u ri e r 级数的形式

:

E G
。
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混合F o u ri er 级数 不同于通常的N avi er 级数或L e v y 级数
,

也不是它们的叠加
.

其系数

是具有非线性内在关系的未知函数和未知常数
,

可以灵活地满足不同的边界条件
.

将表达式 (3
.

1,) 代入方程 (2
.

1 )
,

使下面的方程成立
:

艺 G
,
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l
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.

2 )

根据三角函数的正交性
,

上述方程可化为常微分方程和线性代数方程
,

解答不难求出
.

再利用边界条件 (2
.

3) 、 (.2
.

6 ) 中的前三个就导出了 岁考
,

梦
,

和砰的表达式
.

类似的步骤

可求得巾
.

这些代数运算细节容易用计算机化的符号处理系统来执行
,

因而这里未给出
.

这样
,

基本方程和边界条件就化成为无穷元联立非线性代数方程组
.

对于任何给定的板

参数
v ,
几

, 。 ,

以及边界压力参数R 和 p ,

由这些方程求得未知系数
.

这些系 数一 经确定
,

板

的挠度
、

弯曲应力和薄膜应力即可确定
.

通过对边界条件的选择组合
,

就得到一些可动边界

矩形R ei ss n er 中厚板和夹层板的后屈 曲问题的解
.

四
、

数值计算和结果讨论

数值计算在 V A X 8 7 0 0计算机上完成
.

每个求和号截取前七项
,

这样的精度 足以保证在

作 图误差的范围内
.

非线 性代数方程组应用迭代步骤求解
.

规定挠度系数班。之一的值
,

并

给出其它系数的初始猜测
.

特别给定值的不
。 ,

的选择依赖于板的屈曲模态
,

例如对于四边简

支方板
,

它在x 和y方向都屈曲成一个正弦半波
,

因此不
1 , 系数是主要的

,

预先规定其值
.

有了

系数牙。” ,

求出一次迭代的其它系数和新的研
。 。

(除预先规定的 W
。 。

之外) 和 R 值
.

所得

牙
. ,

现在又作为新的迭代初值
.

重复这个过程直到获得期待的精度
,

这样就得到了可动边界

矩形板后屈曲问题的解答
.

迭代过程的收敛判据是后屈曲载荷的最终结果与前三次迭代的平

均值的误差小于千分之一 只要给 出足够好的计算初值
,

迭代过程收敛很快
,

通常在十次迭

代以内
.

数值结果绘成曲线形式表示
.

图 2中每条曲线相应
、

的边界条件按 顺 序 雪= o , , = o ,

省=

1
,

刀= l标记符号为C : (滑动固定 )
,

S (简支)
.

下面图中相应于切
。
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《
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口1 不同厚崎比的四边简支方板在单向压

力作用下的续衡- 挽度曲线 (v = 。
.

3)

图 2 不同边界条件下中厚方板在单向压

力作用下的裁有. 烧度 . 幼(v 一。
.

3 ,

h/ a = i / 1 0 )
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载荷
.

图 l 绘出了在 二 方向压力作用下不同厚跨比的四边简支方板的中心挠度 与后屈曲载荷的

关系曲线
.

对于相同的无量纲中心挠度
,

随着厚跨比的减小
,

无量纲后屈曲载荷逐渐增加
.

厚跨比为零时的结果退化为薄板理论结果
.

由此可以看出
,

随着厚跨 比的增大
,

横向剪切变

形的影响也逐步增大
.

图 2 绘出了在 x 方向压力作用下不同可动边界中厚方板的中心挠度与后屈曲载荷的关系

曲线
.

对于相同的中心挠度
,

四边滑动固定中厚方板的后屈曲载荷最大
,

四边简支中厚方板

的后屈曲载荷最小
,

其它几种边界的后屈 曲载荷介于两者之间
.

五
、

结 论

本文研究了矩形中厚板和夹层板的后屈曲问题
.

对于不同的可动边界条件
,

特别是不对

称边界条件
,

发展了一种应用于非线性分析的混合F o u r ie r 级数求解新方法
,

获得了混合级

数形式的精确解
,

截取有限项可逼近任何期待的精度
.

本文结果化为 K irc h h of f 薄板结果

的不出现矛盾
.

研究表明
,

横向剪切变形对中厚板和夹层板的后屈曲特性具有明显的影响
。

夹层板的数值算例未在这里给出
,

通过无量纲参数的转换
,

容易由中厚板结果化出夹层板结

果
。
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a n g X i u 一 x i H u a n g M a o
一

g u a n g

(D eP a r 才川 e。才 o f M o d e r ” M e e ha n i c s .

U , iv e r s f才夕 o f S e‘e ”e e a ”d T e e h”0 10 夕夕 o f C h fn a ,

H
e

fe i)

Abt tra c t

P o s tb u e k lin g b e h a v io r 15 in v e s tig a t e d fo r r e e t a n g u la r R o is sn e r ‘ 5 m o d e r a t e lv

th ie k p la t e s a n d sa n d w ie h p la t e s
.

T b e f u n d a m e n t a l e q u a t io n s a n d bo u n d a r y e o n d i
-

t io n s a r e e x P r e ss e d in u n ifi ed d im e n s io n le s s fo r m fo r r e e t a n g u la r m o d e r a t e ly t hie k

p la t e s a n d s a n d w i e h p la t e s
.

E x a e t so lu t io n s o f s e r ie s fo r m w ith a n u m b e r o f d if
-

fe r e n t b o u n d a r y e o n d it io n s . e s p e e ia lly w ith u n sym m e t r ie a l b o u n d a r y e o n d it io n s .

a re o b t a in e d by d e v e lo p in g a n ew t e e h n iq u e o f m ix e d F o u r ie r s e r ie s in n o n lin e a r

a n a ly s is
.

T 五e n o n lin e a r p a r t ia l d iff e r e n t ia l o q u a t io n s a r e r e d u e e d t o a n in f in it e

s e t o f s im u
lt

‘

a n e o u s n o n lin o a r a lg e
b

r a ie o q u a t io n s ,

w h ie h a r e t r u n e a t e d b y it e r a t
·

io n in n u m e r i e a l e o m P u t a t
’

io n s
.

K e y w o r ds p o s t b u e k lin g
,

m o d e r a t e ly th ie k p la t e s , s a n d w ie h p la t e s


