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摘 要

本文根据横观各向同性压电材料空间轴对称问题场方程约结构特点
,

利用逐次引进势函数的

方法
,

最后得到将位移分量和电势函数用满足特定偏微分方程的单一势函数表示的所谓通解
,

推

导过程表明这种形式的通解是完备的
.

作为应用举例
,

文中用通解求解了压电材料半无限体表面

受集中力的问题
.

得到位移
、

应力
、

电位移分量及 电势函数的解析表达式
.

本文所提供的通解可

作为分析含空腔
、

夹杂或币形裂纹等缺陷的压电材料的机一电藕合行为的工具
,

算例所得结 果 可

直接用于求解压电体相互间或压电体与普通弹性体间的接触问题
。

关幼饲 压电材料 机 ~ 电藕合 空间轴对称问题 完备性通解

一
、

引 言

压 电材料由于具有力学变形及电场的藕合效应 (简称机
一电藕合 )

,

已被 广泛地用来
‘

制

做各种换能器及传感器 , 近年来在诸如声纳发射器
、

脉冲发生器
、

流体鉴控器
、

压电声表面

波器等高新科技器件中
,

压电材料作为功能部件起着关键性的作用
.

为了适应现代科学技术

迅速发展的需要
,

各种新老器件对压 电材料的性能提出了愈来愈高 的要求
,

因而需要从 机
-

电辐合的角度上更加深入地研究其有关行为
.

一类广泛应用并极具发展潜力的压电材料即压

电陶瓷
,

因在力学性能上固有的脆性
,

在工作状态下由机械或电载荷引起的应力集中会导致

裂纹的产生和扩展 , 除裂纹外材料本身往往还有空洞
、

夹杂
、

分层等缺陷
,

它们也是使器件

失效的不可忽视的因素
.

因而压 电陶瓷器件可靠工作的寿命预估要求人们必须充分认识并精

确描述其损伤和断裂过程
.

近年来文献〔1 〕
、

〔2〕先后研究了压 电材料的平面及反平面裂纹问

题
,

文献〔3] 进一步给出了具有缺陷压电介质平面问题的一般解法
.

文献〔4〕虽然用三维的分

析方法讨论了电场对横观各向同性压 电体中裂纹尖端附近应力场分布的影响
,

但具体只考虑

了裂纹端线平行于介质横观各向同性轴的特殊情况
.

压 电器件以各种 不同的大小形状工作在

各种各样的载荷 条件下
,

为分析较复杂的空洞
、

夹杂或裂纹问题
,

发展压 电材料三维问题的

一般解法是必要的
,

本文的工作可以说是朝着这个方向的进步
,

因为它给出了一类特殊的但

却具有广泛应用背景的三维问题的普通解法
.

.

蒋咏秋推荐
。
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上式即是以位移
。 , , 。二

及电势中为基本未知量时横观各向同性压电材料空间轴对称问题的控

制微分方程
.

三
、

位移及电势通解

用逐次引入势函数的方法将 (2
.
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,
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,

具体表达

r) 所满足的方程
,

需将 (3
.

2 1) 式代入控制微分方程 (2
.

1 3) 式的第三式
,

‘
_

了口
名 .

上 口 、了d 么
.

1 口 \了日
2

功
”、刁尸

-

甲下 万万八万砰
-

个下
一

百万八 历万
l

十一
一

旦史、
口r /

+ 气

会嵘
+

告韵(令
+

告韵
+ “:

斋漂
+

令韵
+ 。4

鲁
一。

(3
.

2 2 )

上式的特征方程为

C几一B 几‘ + A几
2 一 1 = 0

令护二 p ,

则上式成为

Cp s一 B p Z + A p 一 1 = o

设该方程的三个根分别为p , = :
全

, p : = : 孟
, p : = :

:
,

1 d
Z

_

1 口 1 口
2 、l 口

2

叹
.

丽不 十了
一
否

一十万不 百呀r八刁声

则 (3
.

2 2 )式可写为如下形式

口
+ 下

l 口
2 、I 口

2
.

1 0
.

1 0
2 、

,

十 一万一 一5二r 】! 一三二犷 + 了
一
三刃了 十 一二万一

.

万二「 刀梦= U

‘云 U 多
一 I 、 U r 一 r U r o , L, ‘ ,

(3
.

2 3 )

若令

口2 1 口
_

l 口
么

v : = 百江 十下百厂 十蔺「百了
~ (i = 1 , 2 , 3 )

(3
.

2 3) 式可简写为

V 全V 孟V 至叻二 0 (3
.

2 4 )

以上各式中庵
‘
(i = 1 , 2

,

3 )
,

A
,

B
,

C均为常数
,

具体表达式见附录B
.

综上所述
,

横观各向同性压电材料空间轴对称问题的求解被归结为由 (3
.

2 3 )式求得函数

功(
z ,

r)
,

再据 (3
.

2 1) 式即可求得位移分量及电势
,

对实际问题当然还要考虑边界条 件
.

因

而 (3
,

21 )与 0
.

2 3 )式结合起来就构成了问题的所谓通解
,

由于能满足 (3
.

2 3) 式 的 功(
二 ,

r) 通

过 (3
.

2 1) 式求得的
“, , “ ,

及小必使 (2
.

1 3 )式得到满足
,

同时上述推导过程已 表 明 (2
.

1 3)式 的

解总可以表示成 (3
.

2 1) 的形式
,

因而这样的通解是完备的
.

值得指出的是
,

在联立求解方程组 (2
.

1 3 )式时
,

若先通过引入势函数的方法积分其第二
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和第三式
,

然后再使最终引入的单一势函数满足第一式
,

则得形式 不同的完备通解如下

一
自
告(欲

一

告手)(令
一

辉笋)

3
一
3

穷粼霖+ 或
:

1 口功、
. 二

石 百升7 宁 5 “

+ 。1

:
+ 。2 一

去

(3
.

2 5 )

、,............叮、
一

‘了..........

1
.

‘

、.,/、、..产即一击即u 二

= 占;
-

骼(黎

森
一

(黎
口

2

口r口z
了望鱼_

_

工
、口r z r

其 中 功(
z ,

r) 满足

V 圣V 全V ;砂= 0

口
2 1 口

(3
.

2 6 )

刁砰 一 下 万砰 十 (‘= l , 2 , 3 )

这里
。
l与前述完备性通解表达式中的相同

.

四
、

通 解 应 用 举 例

上面获得的所谓通解
,

为横观各向同性压电材料空间轴对称问题的分析求解提供了有力

的工具
,

作为例子以 下将求解半无限体表面受轴对称分布载荷或集中载荷 两个具体问题
.

首先考虑图 l 所示问题
,

设一横观各向同性压 电半无限体在平行各向同性面的表面受以

O为中心的轴对称法向分布载荷 P (r) 的作用
,

取O为柱坐标系的原点
,

0 2
轴垂直表 面 向 下

·

若P (
r
)的合力向量为有限值或零

,

则可用F o u r ie r 一
B e ss el 积分表示如下

其中

, (
·

卜f
X (‘, ‘J

。

“
·

, d ‘

‘(‘卜J0oo
, (“)夕

。

‘“,“

(4
.

1)

(4
.

2 )

、.夕了
n自

.

4
2.、

‘

、!l、7rsese

J
。

为零阶贝塞尔函数
.

上述 问题的力学边界条件为

a :

‘
·

一
, ‘

·
,一J了

X (‘)‘J
。

(‘
·
)d ‘

r : ,

}
: 。 。

= 0

根据外电场为零时电位移分量 与应力分量 间的关系
,

应变常数
,

故 电学边界条件为

在本问题中应 有D
, = ds

3a 。 .

么
3

为压 电

D
·

,
·

一
d 3 3

, (
·

卜
一 d

3 3

f
x (‘)‘J

。

(‘
·

, d ‘
(4

.

4 )

显而易见
,

在无穷远处 (即双尸千天
荟一

”‘) 还有

a
一

a 。二 “一
r :

一 o ,
D 一 D 一 o (4

·

5 )

采用第~ 种形式 的通解
,

方程 (3
.

2 3 )式可 用分离变量法求解
,

设叻. 2 。z) J
。

(tr)
,
解得

叻= (A e x p [ s : t z 」+ B e x p [ s
Zt二」+ C e x P〔s

st z 〕+ D e x p〔一 s lt z 」

+ E e x P [ 一 5 2 矛z 〕+ F e x P〔一 s。才z 〕J
。

(t
r
)

可以证明将上式对 t积分得到的函数仍为原方程的解
,

注意到边界条件 (4
.

3 )
、

(4
.

4 )的具体
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形式
,

这里可 直接取 (3
.

2 3 )式的解答为

卜f
(A e x p 〔一‘·卜 B e x p 〔一‘·〕+ C e x p 〔一‘·〕+ D e x p 〔一

‘·〕

+ E e x p [一 s : tz 〕+ F e x p [ 一 s : t z
)J

。

(t
r
)d t

A
,

B
,

C
,

刀
,

E
,

F 为特定常数
,

据 (4
.

5 )式应有 A = B = C = o
.

D
,

E
,

F 则由边界条件

(4
.

2 )
、

(4
.

3 )式确定
.

经运算得位移分量及电势的表达式为

、.尸八O4

l
、了......刀/
‘

一f
(‘

le X p 〔一
: ,·〕+ ‘le x p 〔一

, ·

卜 、 ! e X p 〔一
,·〕)x (, )J

l
(, ·)d ,

一f
‘T

! e x p 〔一
‘·〕+ p le x p 〔一

‘

小
Ql e x p 〔一

, ·〕)X (, )J
。

(‘
·)d ‘

, 一

J0oo
(T

Z e x p 〔一
‘· , + p

Z o x p 〔一
‘·“+ Q

Ze x p 〔一
‘· , , x “, J

。

“
·

, d ‘

将上式代入本构方程 (2
.

1 1)
,

(2
.

12 )式
,

得相应的应力及电位移分量为

。

一f
“

Ze x p 〔一
‘· , + J : e x p 〔一

‘·」

+ K
: e x p 〔一 : 3 , z 〕)x (才)告

J l
(‘

r
)d ‘

+

f
(T

3 o x p 〔一
‘Z , + p

3 e x p 〔一
‘· ,

+ Q
s e x P [一 ; s tz ] )X (t)tJ

。

(t
r
)d t

a ,

一f
“

3e x p 〔一
‘Z 〕+ J

3 , x p 〔一
‘·〕

+ K
: e x p 〔一 ; 3 , z 〕)x (, )告

J ,
(, ,

)d ,

+

f
(T

4 o x p 〔一 : 1‘· , + p
·, x p 〔一

‘· ,

+ Q一e x P [一 s 3 t z ])X (t)tJ
。

(*
r
)d 亡

a ,

一f
(T

·e x p 〔一 : 1 , Z , + p
oe x p 〔一

‘· ,

+ Qo e x P [一 s stz 〕)X (t)矛J
。

(t
r
)d t

·

一f
(T

·e x p 〔一
‘Z 〕+ p ·, X p 〔一

‘· ,

+ Q
o e x P [一 ss tz ] )x (t)tJ

:
(t

r
)d 才

D

一f
(T

! e x p 〔一
‘·

卜 p
! , x p 〔一

‘·〕

+ Q
, e x P [ 一 5 5*z ] )x (*)tJ

。

(t
r
)d *

D
,

一f
(T

Oe x p 〔一
‘

小
p

·, x p 〔一
‘·〕

+ Qs e x P [ 一 s st z l)X (t)tJ
:
(t

r
)d t

(4
.

7 )

其中 I‘
,

J ‘,

K
‘
(‘二 l , 2 , s)

,
T

‘,

P . ,

Q ‘
(‘~ 1 , 2

数
,

因篇幅所限这里不予列出
.

s) 均为材料性能参数决定的常



理生一一一一一一一一二止吐邑一竺
为了得到横观各向同性压电材料半无限体表面受集中力尸的解答

,

如图 2 所 示
,

可设想

在 O点以无穷小量
:
为半径的圆面积上作用补集度为p “尸/二

z

的分布载荷
,

当 。 趋于零时此

分布载荷合力的极限即为p
,

这样问题即被转化为前面已经讨论的情况
,

据 (4
.

2 )式应有

。 , , 、
f刀

_ , ‘ 、 二 ; , ‘ 、 , 。 , .

f
.

P
‘ 气‘) = l

。
p 欠g ) g J o L‘I ) a ‘= l lm !

_

二石厄
一

互J o
吸互t)d 互

‘ “ 召叶 0 J U “ . ‘

一

黔令Z尘器丝
一

会
把上式代入 (4

.

6)
、

(4
.

7 )两式
,

并利用如下关系

f
OX p 〔一 ,·」‘

。

“
·, d ‘一 ;

众二

犷
e x p 〔一‘·〕“

。

“·, d ‘一丙琴
乏,

二

厂一
p 仁一‘·“‘1 “·, d ‘一

户(卜 万妥
泛

等万令)

J异
x p 〔一‘· , “1 “·

, “‘气于耳诀万,
了

圈 2

可得

一斋巨
十‘1 十

Kl) 一(、舰
:、z.+ 、于誉轰了场

下
镖骊)]

一会l、聋莎
十、
关沐

牙 + 、

溉
歹〕

。 一

会[万系弈
+ 、
群兹

乏 十、子
撬万l

。 r

一厄
最

f
【(Iz+

‘
: 十凡卜

·

(;忽骊
十。兴淤

场兴粉]
一

会【夕表宾二
十
、

~

器
万动

坏橇备动 J
C, ,

一蒜[(
1

3 十 J
3 +

Ks) 一(、舟和

瑞染歹
+

澎舞分J
一

刽
、

课二
+ 夕

裸
万蔽

十

献黝
/

}

一会〔
夕龚熟

爵 / 十 (r Z

器
/ )

、 夕龚靠二了

一会l稀熟。
十

一

、
探。

十夕袭食,
r

J

(4
.

8 )

(4
.

9 )
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= 一 卫全「
2 兀 L一冀攀

l
~

万 十

Lr
一

十 ‘三Z 一

)
一 ’ -

尸, s :

(
r Z + s孟二

2

)
“l “ + 一卑了

旦

~
可

1
气r

一

十 ‘ 5 2 一

)
一 ’ 一

J

一

享「
丁尸单~

万

艺汀 L Lr 一 十 名三2 一

)
一’ -

+ 一理沙一七
下

尸护
, ,

而
了

1
Lr 一

十 占 五z
一

)
一 ‘ 一

Lr 一

十 S 三Z
一

)一 」

吕
,

,刀刀

正像经典弹性力学中由布希涅斯克解答通过叠加法可求得一些有用问题的解答一样
,

上述解

答也可作为求解有关问题的基础
,

例如可用于求解压 电体与压 电体或压 电体与通常的弹性体

之间的接触问题
.

上述解例说明了本文所得通解对解决横观各向同性压电材料的空间轴对称问题是极为有

用的
,

灵活运用这个通解还可以分析压电陶瓷中孔洞
、

夹杂及硬 币形裂纹等缺陷 在 机一电藕

合过程中的性态
,

为压电器件可靠性寿命预估提供科学的理论依据
.

附 录 A

省
: 二 一 h一 l(e : , e i。一 e一e 3 ,

)
,

雪
2二 h一I c : : e : s

雪3 = 一 h一几c : i C’‘
,

‘: 二 一 h一 le一‘e 3 3

亡
: 二 h一 l[ e i。(e 3 : + e l。)+ e一 e 3 , 一 e i , e 3 3

]
,

乙
3二 h一盆c 3 3 e一

乙
‘二一 h一[ e i 3(e : , + c 一‘) + c一 e i 3一 c , , e 3 3

]
“一丛镖箫些

十〔一 (一 + 一卜一(一 + 一 ) : L又岩紧念浦竺瓷箭
+ ‘

]

附 录 B

k : = ‘: :雪
, 一 e i s

雪
:

k : = 一 (e , l+ e i , )雪, + e i ,
省

z
(b

Z 一 丫1
)+ e i s叮i

(
a Z + 1 )一 e 3 3

占
2 一 ‘i :君

3
(b : 一 下i

)

一‘, : 叮:
(a : + 1 )+ ‘3 ,君

3

掩, = (e , i + e 一,
)舀ib

: + e i。雪
: b: ? , + e , ,冲l a : 下, + e 3 3

占
,
(b

, 一下,
)+ e , , , , (a , + 1 )

一 ‘, i雪3b一, : 一 ‘: : 叮: a z下i一 : 35
雪

3
(b

: 一下,
)一 ‘3 3冲:

(a : + 1 )

吞‘. e s,雪
:
b

t下, + e , , , : a z
,

, 一 ‘3 ,雪
3 6 :下一

‘3 3刀Z a , , t

A 二 k t

/儿
, .

B o k 3

/ k: ,

C 二儿‘/ k
i

刀: 二刀i / (a i刀
: 一 a :

刀: )[ a , 下, + bt
(a Z+ 1 ) ]

冲: = 一 a i

/ (a :
(a i

刀
: 一 a Z

刀
,
)[

a : 下: + b Z
(a : + 1 )]
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