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摘 要

本文对三维涡度方程单向周期初边值问题建立了一种F训 r ier 拟谱~有限差分格式
,

分析了其

广义稳定性和收敛性
.

数值结果显示了这种方法的优点
.

关拍词 三维涡度方程 单向周期边界条件 拟谱
一
差分格式

一
、

引 言

在研究边界层和一些其他问题中
,

需考虑单向周期流体流动问题
,

例如见 [l 、 4 〕
.

解决

这种问题的一种自然的方式是对周期方向采用F o u r ie r 逼近
,

非周期方向采用其它方式来近

似
,

例如
:

P o u ri e r 谱
一差分方法 (见「5、 6 〕)

.

但是这种方法难以处理非线性项且耗费很多

时间来计算F o u ri e r 系数
.

因此采用F o u r ie r
拟谱

一差分方法更合适 (见「7 〕)
.

本文致力于

研 究三维涡度方程 的数值解
.

记 x = (x l , x : , x 3

)气 口 = Q x l
,

这里 Q = { (
x l , x :

) }o< x l , x Z

< l }
,

I = {x
3

} o( x 3

< 2 二 }
.

设君(
x ,

t)
,

叻(x
,

t) 和 v
分别为涡度向量

,

流函数向量和运动粘性系数
,

雪
。

(x)
,

为(
x ,

t) 为已

知函数
,

它们 的分量分别记为占
(”、 (x

, t )
,

叻( p ’(x
, 矛)

,

雪吕
’ )

(
x , t)和f {p ’

(
x , t)

,

(P 二 l , 2 , 3 ,

l = 1 , 2 )
.

涡度方程具有下述形式
.

、.户矛了.、

、...下‘、..夕口雪
, 尸 ,

_
、 、

_
, 二 , ; _ 、 , _

、 , _ L 、
.

_ 2 ; _ :

一万二 个 L 气V 入 梦)
.

V Jg 一 火g
.

V ) 气V 入 W ) 一 犷 V g ~ J I

以 ‘

一 V
Z

叻= 夕+ f
Z

占(x
, o )二雪

。

(x )

(口 x (o
,
T ] )

(口 x (o
,

T )

(O )

假设所有的函数关于变量 x ,

以 2 二 为周期
.

郭本瑜
〔“’
对 (1

.

1) 提出了一种谱
一差分格式

.

本文

构造 (1
.

1) 的拟谱一差分方法
.

针对于拟谱方法产生的混迭效应
,

我们采用了限制算子的方法

来弥补这方面的不足
,

克服了计算中的非线性 不稳定性
.

本文对各种边值问题给出了严格的

误差估计
,

数值结果证实了这种新的混合格式的优点
.
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二
、

格 式

设h为变量 x ,
(户= l , 2 )的网格步长

,

M h = 1 ,

且

O
。 = { (x

; , x Z

) = (j
lh

,

j
:
h) }o《 j; ,

j
Z

《M } (Q
、= 口

、门Q )
,

石
、= 心

。又 z (。
、= 口

。 n D )
,

厂、== {x 〔口
、

lx
, = 0 或 l ,

户二 l , 2 }
,

口贯= { x 〔口
、

}x
,
= h 或 1 一 h

,
夕二 l , 2 }

.

设
:
为时间 t 的步长

,

S
,

= {t二 k r }k = 0 , 1 , 2 ,

⋯ }
.

设
。
(x

, t)
, 。

(x
, t )为三维向量函数且关于变量 x 3以论二为周期

.

记 e : == (1
, o , o )气

, : = (o
, 1 , o )气 定义

。x ,
(x

, t ) =

“夕,
(劣

, t )二

贵(
“
(二 + 。e , , , ) 一

“
(x

, , ))
,

合(
“· ,

(x
, , ) + “: ,

(x
, 才))

u : ,

(x
, t) = u 二 ,

(x 一 h。, , t)
,

(P == 1 , 2 )

“ ,

(x
, t) , {

一“二 ,
(x

, t)

u ; ,
(x

, * )

(戈
, , o ,

P= l , 2 )

(x
, = l ,

P 二 l , 2 )

△· (·
, ,
卜

·二 : ·:

(
· , ,卜一

(·
, ,

卜会
(X

, , )
,

。·
(x

, , )一令(
。
(二

, ‘+ ·
) 一

。
(x

, , ))

半离散内积和范数定义如下
:

(
“
(
x ; , 义 : , t)

,
1 f Z‘

“大‘ , X , , ‘) ) ‘= 厄万 j
。 “ ‘x

, 犷)”又x
, 才)“ x 3 ,

l。(x , , x : , 才) }{贾= (。 (x l , x : , t )
, “

(x
; , x Z , t))

, ,

(
。
(x

: , r)
, ”

(x
3 , t ))。

。
一人

,

乙
。 (x

, t)。(x
,
, )

(
x : , 劣 :

)(Q
*

Ilu (x 。
, t) 11吕

*
= (u (x

3 , r )
, u (x

3 , t )、Q 、

(“(t)
, 。 (t) )一 *

,

乙 (。(x l , 、2 , r)
, 。 (x

; , 、 : , r )) ,

(
x l , 劣: )(Q 为

1Ju (t)JJ
’
= (。(t)

, 。
(t))

,

11“(t)JJl’’= }}。
2

(t )}1
2 ,

,
·
“, , , 一全只

:

‘,,一“, ,‘
’ + ,‘一“, ,,

2

, +

}}斋
“,

l“ (t) ]. r= {}。(t) 11
“+ lu (t) }:

,

一
。 (, )l卜夸

_

兄
。

(ru : , (u
)l

“ P 二 1 , ‘

。
‘

+ }·二。(, ) .;
,

。
‘

卜 }斋
(‘)
})

,

}!“ (t ) }{井= l!u (t) !1; + }。(t) }委
,

这里 】袱 t) 11
,

办
,

的定义与 】州t) }
;
类似

,

但仅对x 〔打、二口\口贯求和
.

我们还需下面的范数
,

l“ (t)JI卜
、
= h艺 (J]

“
(0

,

jh
, ‘) }{要+ 1Iu (‘

,

jh
, t )]}卜 {i“ (jh

, o , t ) {}芬+ 11“ (jh
, ‘, t) {{1)

,
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]I。 (t ) 11白气 = hE (JJ
“
(h

,

jh
, t) 11} + 1lu (1 一 h

,

jh
, t) 11圣+ 11“(jh

,

h
, 才)11}

+ }}“ (jh
, 1 一 h

, t) 11要)
.

类似地可定义 ]{“ (t) 111
‘
(r

.

) 和 }}“ (t) 12
‘
(幻气)

.

对任意正整数N
,

记

犷二 = S p a n {e X p [‘lx
3

〕11IJ《N }
.

设尸 H 为正交投影算子
,

即对任意
。任(刀 (I))

3 ,

{ (尸二
“一 。

)。、x 3
一。 (v

。。[。二〕
3

)
.

J 口

设尸
。 : 〔C (I) ]

“

。 【V 司
3

为插值算子
、

,

它满足

尸。·

谧
:
)一抵)

‘0 、,《 ZN ,

定义限制算子R = R (讨
,

使得对
“

曰犷刘
3 ,

Ru 主 E
11 !〔N

/
.

} I }
, \

气
‘一 1方 } )

u ‘e x p L’‘x 3 」
·

构造格式的关键在于模拟下面的守恒律

.!“(‘, ,,:
2
(。。+

丁:
L (, )d , 一 }};

。

!}:
2
(。。+ Z

J:
(,

1
(, )

,

“(。)): :
(。)d 。 (2

.

‘)

这里 : (。)一 2 · !‘(。) ,、
,

(。。一 2·

{
二

一

{
二 : *

2

(/
,

, )
(

一

伙:

, , _ _ . 、

0雪
。、x 一 !, )矽

n (x
, 夕)d

s

(x
, g ) 一

(x
, , ) 一

了、护

杯工X呻口一沃
一.百了.、

、.口了

夕,X
‘了、、2亡升5

“
2

‘
X , , )(

口价(“,

口x z (x
,

, ) 一

嘿:
’

(·
, , ))

、·

箫
(·

, , )
)
、:

一

嘿
二

一

(·
, , )
)as

戳
(·

, , )
)
、:

+卫r,
r厂

口....J尸

I
J

十+

+

J
二 :‘

’

‘一。,
(箫

一 (·
, 。

卜
一 2 ((占(g )

·

v )(v X 劝(, ))
,

雪(, 1)丈
2

(。 )
,

厂 ; = {正石 !二
, 一 0}

,
厂卜 {还口

x ,
一 1 } (P 一

为此目的
,

把对流项进行反对称分解
.

今定义

z (‘’(二 ) = w几一
口zD (2 )

o x :

二‘么’(脚) =
0 功 (1 ,

d x 3

一 , ;丫
, “ (3 ’(, )一 , 只

, 一 , 二lz’
,

2
(, ) = (

z (‘’(二)
, 二 2

(二 )
, z (3 ,

(。))气

‘1
‘一 , 一p ·

信一
(? )一 +

一 (功)

会
一

)

J
:

(
“ , 二 ) = E (p

。
(
z

·
‘功 ,

·
, ,一 +

最、
p ·

(
·

(, )
“
))

,

且由下式来逼近 ((V x 讨
·

V )氛

J (
。 , 叨
卜

一

音
J l

(
。 , 。) +

合
J

Z

(
。 , 二 )
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又定义
、、/ .

田H (
u , 。 ) = u

尹

p
(
z
(。))

; , + u

3 ) 口z

口x
3咳0尸

令
, 〔N

)

(x
, r) = 乙 专‘N , (x l , x : ,

, )e x p [ ilx
3

〕
,

11 !〔N

卯 N ’
(x

, t ) = 乙 切iH ’ (x
, , x : , t)e x p [ilX

。

〕
.

】l}〔N

则 (1
.

1) 的F o u ri e r 拟谱
一

差分格式为

专{万 (x
, t ) + R J (R (叮

厂N
(二

, t) + 占: 叮I
N ’

(x
, t))

,
R 甲‘N ’

(x
, t ))

一 R H (R , N (、
, t))

,

R 切
一

N )
(
x , t))一

v △(, N )
(x

, t) + 。: 粉 :
万 ;

(x
, t))

= P o
f

, (x
, t )

一 △甲 N 、

(x
, t) = 叮 N

(x
, t) + P o

f
Z

(x
, t)

亏 万
(x

, 0 ) = 叮石
N )

(x ) = P o雪
。

(x )

其中 o ( 占
, a 《1

.

现在我们 来验证守恒律
,

因为 (见〔8 ”

(P
。
(
u 。

)(t)
, 切 (t)) = (

。
(t)

,
P 。

(
。txJ ) (t)) (V

。 , 。 , 。〔[犷, ] ”)

故

(u (t)
,

J (
v
(t)

, 翻(才) )) + (
。 (t )

,
J (

“
(才)

, 功 (t) ))

(2
.

2 )

(2
.

3 )

一

{
, (。 (, )

, ” (, )
, 。 (, )卜告

A (。 (, )
, 。 (‘)

, 切(, )) (2
.

4 )

这里

h州
尸 . , 八 _ , , 、 , , .

直 t“ Lr , , ” L‘’, 叨 Lr’一百分
LL“ “

, ’” , 犷’,
厂 c 气z

、‘

气切 L‘一 ” , ’” ’‘, ’”L‘一”
, ’” , 犷, ” ‘

+ (
u
(1一 h

,

jh
, t)

,

P 。
(
z ‘’

(叨 (l
,

jh
, t))

。
(l

,

jh
, f)))

,

+ (
u
(jh

, l , r)
,
P 。 (二

·

“

(二 (jh
,

一 h
, t))

。
(jh

, l 一 h
, t)))

,

+ (
。(jh

, 1一 h
, t)

,
P e

(
z “)

(功(jh
, 1 , t))

v
(jh

, l , 才)))
,

一 (
“ (h

,

jh
, t)

,

P 。 (二
‘

’

(二
, o ,

jh
, 才))。 (o

,

jh
, t)))

,

一 (
。
(o

,

jh
, r )

,

P 。 (z “’(。 (h
,

jh
, t))

。
(h

,

jh
, t))) ,

一 (
u
(jh

,

h
, r )

,
P。

(
z

、

“

(功(jh
, 0 , 才))

。
(jh

, o , 才) ))
,

一 (u (jh
, 0 , t)

,

P 。 (二
“

’

(功(jh
,

h
, 才) )。 (jh

,

h
, t)))

,

〕
.

特别
,

(
。
(, )

,
J (

。
(, )

, 。 (才)) )一合
A (

“
(, )

, 。
(, )

, 田 (才))
(2

.

5 )

另一方面
,

可证明

‘·‘才,
,
么·‘? , , +

合睿
〔(一 (! )

,

一 (! )卜 (一(才)
,

一 (! )〕+

(斋
(才)

,

斋
(! )
)

= B (
。
(t)

, 。
(t) ) (2

.

6 )
这里

人弩
, , , J . , . 、 .

口气u ‘r ) , ” 气r ) ) = 万获 L气“ L” J ” , r ) 一 “气‘一 ” , ] “ , r ) , ”“ L‘ , J” , r ) ) , -I-
J 旧 三
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+ (
。
(jh

, l , t) + “
(jh

, l一 h
, 才)

, 。 。

(jh
, l , *))

,

+ (
。
(o

,

jh
, t) + “

(h
,

jh
, t)

, ” 。

(0
,

jh
, t))

,

+ (
u
(jh

, o , t) + u
(jh

,
h

, t)
, v 。

(jh
, o , t))

, 〕
.

特别
,

(
。
(t )

,
△u

(t)) + {
。
(t)}1 = B (

u
(t)

, “
(t ))

此外
,

若
“
(x

, t)}
2, .

= o ,

则

(
。
(t)

,
A“ (t )) + }。(t) }: + S (

“
(t))二 o

(2
.

7 )

(2
.

8 )
这里

令 占= a

(2
.

5 )
,

: ‘。。, )) _ 生梦
2
拭

[ 11。(h
,

jh
, t)i{孚+ 11“(l 一 h

,

jh
, *) }{番+ {}。(jh

,
h

, t ) },丢

的由+ }}“ (jh
, l一 h

, t)】}芬] (2

(2
.

2 )的第一式与 丫们 (x
,

t) 十 叮卿’
(x

, t十 r) 作内积
,

然 后 对 掩S
,

求 和
.l一2

一一

(2
.

7 )得

J}叮(N ’
(t)JI

Z + :

纂
,

f
U〔 t一 T

答。
(N ,

(, ) + 。 N ,
(v + :

)l
‘

兰
B (。

’ )

(, ) + 。‘N ,
(。+ 二

)
, 。‘, )

(。) + 。 N ,
(。+ r

))

+

奋
, (* (。一 (, ) + 。‘二 ,

(, + :
))

,

* (。 ! ,
(。) + 。‘N ,

(。+ r
))

,
* , 一 ,

(, ))

一 ‘H (R 。
(! )

(, )
,
R , ‘! )

(, ))
,

R (。一 (, ) + 。 N
(, + · )))

〕
= J4叮(万 ’(o )JJ

’+ r

乙 (p
o
f

l
(, )

, 刁 N , (夕) + ,
‘N ’

(夕+ r
))

.

口(S
r

夕〔 t一 r

显然
,

上式为(2
.

1) 的合理模拟
,

因此 (2
.

2 )能提供好的数值结果
.

三
、

数 值 结 果

本节中我们对为〔厂
。 , ‘

(l= l , 2 )上的D ir ic hl e t 边界条件问题给出(2
.

2 )的数值结果
.

取

试验函数为
舀‘” (x

: , x Z , x 3 , t ) = A 一e x p (B
一s in (C

一x : + D
,

戈 + xs ) + E 一t)
,

功‘” (x
: , x Z , x 3 , t) == A 一s in C一x ls in D 一x z s in x se x P (E

一才) (P= l , 2 , 3 )
.

为了比较数值结果
,

我们还需考虑〔9〕中的纯差分格式
.

令 ; 一万黑
丁为 二。 的网 格 步 长

,

- - - - - -
-

-

一
, , 一 ,

一
-

一
” - ,

~
· “ - 曰 .

~
/ “

一~
, 目 一 、 . 、 一 2挥 十 1 ~

’ 甲 。

~
犷 ’“ , L4 7 ~

,

t) x Z , t) ; , ,
。 , :

的定义与奴
‘, ” ; ‘

和今
‘

(l= 1 , 2 )类似
.

定义

万
·

’
‘

(, )= 。, : 3 ’一 脚; : ‘2 ’, 忍(“、

(w ) = w : : ‘’、一 , ; : ‘“, , 牙 ”

(, ) = 。 : : 一 , , : “
’

3

E洲J (
· , 功
卜音云(: 一 (? )

· , , + (:

, . 1

,
’

(。)
v
)

, ,
)

,

刀 (
。 , 功) ~ ”

‘

p ’忍;

二(, )
,

3

才。(x
, *) = E

。二 , ; ,
(x

, r)
,
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(1
.

1) 的纯差分格式为 (见【9」)

”了(X
, ‘

l
+

子(
“‘ (x

, ‘)十空
‘“下(

X , ‘)性甲万 (“
·‘))一 H (”

万(x
, ‘)

, 甲“(X
, ‘)) 1

二
, 刀 (”

“

(x
, ‘
王
+ a ‘““ (x

, ‘))一 I , (‘
, ‘) {

一刀甲‘ (x
, 才) = 粉万 (x

, 才) + f
:

(x
, t )

(3
.

1)

为度量计算误差
,

我们引进下面的相对范数
,

(云
忿(

2 ,

约 = 户一

甘 ~ 1

乙
1 ji =

盆 叼 1 二N

乙 乙 (
z ‘p

(j
, h

,

j
:
h

,

j
3
无

, 才)一占
l j: = l j, = O

,
“

,

“
,

,
2
“

,

‘
3
‘

, ‘, ,
2

)
“ ’

(云
皿~ 1 赶~ 1 2 扮

P-

E E E
l j: = 1 jZ= l j, = 0

(“‘
· 、

(, 1“
,

,
2
*

,

,
3

,
,

, ))
2

)
’‘ 2

z = 丫N ’
或叮‘

.

计算时参数选为
v 一 10 一 3 ,

A
:
= B ‘二 E

:
= 0

.

1 ,
C l = 0

.

3 ,
C

Z = 0
.

2 ,

C
3
= 0

.

1 ,

D , = 0
.

1 ,

D
:
=

0
.

2 ,

D
3
= 0

.

1 ,

M = 8 ,

N = 4 ,
d = a = 0

.

表 l ,

表 2给出了格式 (2
.

2 )和 (3
.

1 ) 的数值结果
,

且显示限制算子改进了稳定性并提高了精度
.

裹 1 相对误差 (: = 。
.

。。5)

一一表 2 相对误差 (
二~ 0

.

。。2 )

1 格 式 (2
.

2) l

}

—
———

-

-

—
-

—
-

一万- - 一

——
l 格 式 侣

·

l)

一⋯ 旦 一⋯一 i笠兰
~

一⋯一竺生
-

一一
2

1

二兰一一
·

一一一
-

卫三
~

}一 i卫圣旦些空上全
- -

一旦二些2圣吕里二皇一
一

一

⋯一些11互二2一
‘

一吧21互二里
一

一
一夕卫些竺兰

-

一

些一

阵i⋯里旦些2经二里 ⋯一些燮互二冬
~

一
。

一 旦卫竺些2互兰
一

~

}-

』二乡塑全三一一
~

-
卫里些全生

2
·

0 1 0
·

3 3 09 E 一 1 } 0
·

3 86 2E 一 1 0
·

44 3 6E 一 1 0
·

18 1 5E 一 1 0
·

7 1 6 5E 一 i

四
、

一 些 引 理

为了分析广义稳定性和收敛性
,

需给出一些引理
.

本文假设 C为与 N
,

h 和任何函数无

关的常数
,

但在 不同的式子中C的值可以 不一样
.

设H 尹(I) 为通常的s o b ol e v 空间
,

相应的

范数和半范教分别为卜}}H , (I) 和 }
·

!H , 〔1)
.

记

H 琴(I) = {v (x
。

)〔H 声(I) {
v
关于 x 3

以 2 二为周期}
.

引理1 若
。C[H 男(I)〕

“, 。〔[犷, 〕3
,

则

肠马
。一 。臼口

a

(, )《CN
a 一声1

0
1

, 一(, ) (0《a《刀)
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{{P o 。一 u {{二
a

(, )( CN
a 一
吞}u {二月(z ) (0< 喊

口
,

办 ; )
}}R (, )

。一 v }}二
a

(, )( CN
“ 一
尹lu , 二刀〔, )

引理 2 对任意函数
“
(
x ,

t)
,

有

(O(
a
( 口

, 夕> 刀一
a )

2 (u (。
1 , x Z , 才)

, 。‘

(x
l , x : , 才)) : =

2 (
u
(才)

, 。 ‘

(t)) = ({{
。
(才) }{

2

)
: 一 : 1

J{u (x , , ‘ 2 , t )
。“异)

: 、

一 了 I{u
.

(
x l , X Z , t) {!矛一

(t )一
“ .

吸勺

口资‘

一�.

!

引理 3

引理 4

若对林
l , 义:

)〔Q
。

和 t任S
, , “

(
x 声)〔[ V 二」

“ ,

则

2 (u ( t )
,
△u ‘ (才) ) + ( .。 (才) {全)

‘一 : ! u
‘

(才) I : 二 ZB ( u (才)
, u ‘ ( t ) )

,

2 (。
:

( t )
,

△u
(才) ) + ( }

u (t川 )
: 一 :

}
u ‘

(才) ! { = ZB (
“ 。

( t )
, u
(才) )

.

若对 (x ; , x Z

) 〔Q
、

和 t〔S
, , u

(x 拼)任〔厂
二」

“,

则

. 。}:、(N
Z +

尽) !
}“ {}

2 +

蛋
m ‘n

(
“{{。

,

}!圣
* ,

;
}{。}{于

:

)
.

引理5

引理6

引理7

若对 (x
l , x Z

)〔Q
、, 。

(x
, t )〔[U

, 〕
“

且 u
(x ) 】

: *

= O ,

则

】}
“ }}

“

《C ( }
u
l全+ S (

u
( t ) ) )

.

若对 ( x
l ,

x Z

)〔Q
, , u ( x

,

t )〔[厂二〕
“

且 u
(
% ) }:

,

= o ,

贝l』

lu 】孟《 l]△。JJ
“ .

若对 (
x l , 、2

)〔Q
。, u

(x )
, v

( x )〔【V
二〕

“,

则

{」u ( x
; , x :

)
v
(x

; , x :

) {}圣《 (ZN + 1 ) 1】u (
、; , 、 :

) {1圣】」
。
( x

; , x :

) 】」蛋
,

.}。 (x
3

)
。
(x

3

) ,}乙
、

、一

大
二 .;。 ( x

3

) :截}{。 (x
3

) }}乙
‘ ,

}}·。』}
2

、

今
{{· }}

2
⋯ :{

叭‘
戳到

}!、
;

、呈
竿

‘}‘

“1}瓮: {{
”{{知:

u {i于
*

}I“J!圣
, .

引理8 若对 (
% 1 , x Z

)〔Q
、, u ( x )

, 。
(
x
)〔[ U

二〕
“ ,

则

11u v }J
Z

《C N ( 一}u }{
么

}” I奎+ 1u l{ 11
”}1

2 + 11u 11于
*

J{” }!; + llu }{: {J
v }J全

,

+ {l“ ]J于
人

I]”11于
、

+ h
Z

1
u J: {

“ J; )
.

证明 假设
“
(0

, x : , x 3

) = g , (x
Z , x 3

)
, v ( x , , O , x 3

) = g :

(x , , x 3

)
,

显然

m a x 0 2

(j
, h

, 二 2 , % 3

) = m a x

1 〔 2 1‘ M一 1 1 〔了z公M 一 1

g {( x
Z , “ 3

) + 艺 h (
“ 2

(j; h
, x : , x 3

) )
, :

1
、

二了; ’〔 j,

( g { (
x Z , x 3

) + h 乙 I u (j; h
, x : , x 3

) + u (j; h一 h
, x Z ,

x 3

川
。; 1

(j; h
, x : , x 3

) l
1红 j:

’ ( 了i

_ 3
, ,

_

、 .

_ ,

/
气 2

一

9 1 、x , , x 3 ) 十 乙“
闷

乙
。2

( ,
, 、

, x Z , 二 3

) 了 乙
。

里
.

( ,
;、

, 、2 , : 3

1 ‘ J i ‘M 一 1
‘ 一

1 荟
一
J i ‘川 一 1 一
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(h
, x Z , x 3

)
.尸一2

类似地

n la X

1 ‘介〔M 一 1

。 ,

(:
: ,

2
2
、

, 二 3

)《鲁
。

乙
委(%

; , x 3

)

十 2、

了
十

笋

乙 (x
l妥
1 ,

, *
, x 3

) 了 jz h乙
。
二(x

, ,

j , x 3
)

I f 了2扩M 一 1 i ‘j: ‘M 一 1

v 2

二 :

”

导
:

(x : ,
h

, x 3

)
.

令

A ~ h 乙 g 璧(j
: h

, x s

)
,

B = h E 夕委(j
: h

, x :

)
,

1 : 一 j: 〔M 一 1 1夏ji 厂M 一 1

l“11
,

Q
。 一

告
,

军
2

‘,‘一 ,,“
· + “一”氨’

·

则有
‘

、/ .、.了

3X,

,‘“” ,,乙
.

《
( E
1〔j

: 〔M 一 1

h m a x “ 2

(j
lh

,

j
Z
h

1 ( j: ( M 一 1

·

(
, 、 ,

总
一 :

气
、

黑、
一 , 一 (,

1、
,

,
2
、

, 二 3

, ,

《 4 11“llQ
。

I
“
! i

,

o 。

}}” J4Q
。

I
” }i

,

。
‘

+ h l“ lr
,

。
*

}{” ]IQ
;

1v 11
,

Q
*

+ 。}}“ .}Q
。

, : ,
,

Q *

.。 }呈
,

Q‘ +

专
、

2

}·}犷
,

。
。

.
。
}雯

,

。
。

+

李
, .

。 }f
,

。
;

+

斗
。}: 1

,

Q . + 3 , }.。 :Q
、

, 。 },
,

。* + 30 .⋯}Q
‘

: },
,

Q。
+

扣
:

.

进一步
,

我们有
4 jl“IIQ

。

1
u 11

,

Q
‘

11” }IQ
*

l
” 11

,

Q 。

《“}I
“ !I乙

、

lj
”
11孟I}11

2 ; ,

。
。

+ “l“ }犷
,

。.

11” J}认
,

。, ·}、
,

Q
、

!}· ,,。
。

}· : ,
,

。
‘

、音:
·

,:
,

Q
。

,!· !}乙
, +

子
}· };

,

。、,

。 ,,Q
;

,
·

, ,
,

Q。

,
。

,孟
,

Q
、

、合“
· }}乙

.

}
· }孟

,

。、 + 一

答: !夏o
*

}” 11
,

。
。,

3A 4)” }{Q
;

I” }i
Q

、

、
丫

}.。}.乙
, +

一

增
: }呈

,

Q
。

以及
3。}:。 .!o

、

。·}:
,

Q
。

、
粤

.}。 .}乙
、

+

粤
. “}呈

,

。
* ,

再应用 引理 ? 即得本引理
。

引理9 若对(x
l , x :

)〔Q
. ,

_

C
: “ 1ll’’乓

-

万f }I“ 11

“
(
x
)( [犷 , ]

“ ,

则

u {】:
.

引理 1 0 若 h< Ze
且对(

x , , x :
)任Q

。, 。
(x )〔[犷, ]

毛,

则

11“}J于
.

《
e lu }f+ C (

e
) }}

“11
’ ,



三维涡度方程单向周期初边值问题的拟谱一有限差分方法

11
“llb贯(

“
l
“
!呈+ C (

“
) 11“ 11

2 ·

引理1 1 假设

(i ) E (t)为S
,

上的非负函数 ,

(11)
a ,

b
, p ,

M伪非负常数
;

(11 1) 函数F (E )满足对所有E 《M
3 ,

成立F (E )簇 。;

(iv ) 对所有t〔S
, ,

E (t)《p + :

E [M
; E (g ) + M

Z

N
“
h
一 b E

Z

(, ) + F (E (, ))〕;

口(S
r

断毛t一 r

(v ) : (o )、。且。e x p 。(、
: + 、

2

): 〕、m in

(、
3 ,

办乙)
.

则对所有掩S
, , t《T

,

E (t)《p e x P〔(M
: + M

:

川
.

特别
,

若M
:
~ 0 ,

且对任意E 有F (E )《0 ,

则对任意p 和 t 有

E (t)《户e x P [M
: t〕

.

引理 1来源于文【10
, 1 1〕

,

引理 2、 引理 7以及引理 9、 引理 11 可在 【5] 中找到
.

五
、

D ir ic hl et 边值条件问题的误差估计

考虑下面的边界条件
粉‘万 ’

(x
, t) = P a占(x

, t) = P o g (x
, t)

, 甲 ‘N ’(x
, t) = P o沪(

x , t) = P o X (x
, t)

,

(
二 , 才)〔厂 . x s

, .

假 定 * 一 O

G )
,

一 O

味)
,

‘
! ,

,
2 ,

厂
。 ,

, 分别表示‘
1 ,

‘
2 ,

“
。 , g 的误差

,

由此导致”
‘

“ ,

和了和的误差
,

记为万
‘N ’和萝

‘N ) .

为简化起见
,

假

万I
N ’

(x
, t) + R J (R (

获 (N ’
(x

, t ) + d : 行

设在r 。上苏(
x ,

约= 0
.

误差满足下述方程
:

{
N ’

(x
, t))

,
R (必 万夕

(x
, t)

+ 甲‘万 ’

(x
, t))) + R J (R (冲 N ) (x

, t) + d r 刁{
N ’

(
x , t)

,
刀必 万 ’

(x
, t ))

一 R H (R 万
(万’

(x
, t)

,

R (梦
(N ’

(
x , t) + 切‘万 (x

, t))

一 R H (R , N ,
(x

, t)
,
尺必(万

(x
, t ))一

v八(万
N (x

, t) 十a r 万{N 、

(x
, t))

= P o

了
;
(x

, t)
,

一 △梦 N
、

(x
, t) = ; ‘N ’

(x
, t) + p 。

了
2

(x
, t)

,

万
‘万’

(x
, o) = P o雪

。

(x )
.

(5
.

1)

此外
,

在厂
。 x s

r

上万
‘万 ,

(
x , t) = P oJ(

x , t)
.

令

、、.了夕“
�

0|r0一X了口.、
.

aX几m戏!!“ (t ) }!
。 , . = 】11 a X

r o十 r l + r , + r , + r d〔 q X l一 X l夕 1⋯ 牙 I X 2
“ 一戈 2牙 2 “

·

万 2

、 , 产J ‘、曰 、、一
矛 、、产护

r l r Z f , r 4

11“}}。
, 。 = m a x 】}u ( t ) 11

。 ,

二
f‘S

r

把 (5
.

1) 的第一式与 2万万 、

(
x , t )作内积

.

由 ( 2
.

1 )
,

( 2
.

6 ) , 引理 2和引理 3得
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l}苏‘万’(, ) 11卜
r 11万;万

, (, )JJ
“ + 2 , }万‘万 ,

(t) ]r+ v a : (l万‘刀 ’I全)
。一 v a : 2

}行;万
、

(t) }圣

一 2 占r
(R 寿;

N ,
(: )

,

J (R 万(t) ‘N
,

R 萝‘N
(r)))

+ 2 (R 万
‘N “

(t)
,

J (刀 (刀
’

‘
、

(才) + 占: 叮i万
、

(t))
,
尸 多 N ) (, ))

+ J (R (万(N ’

(才) + d r 丁‘

;
N , (t) )

,

R 甲‘N , (r))

一 2 (R
‘N ’

(才)
,

H (R 共
‘N )

(t)
,
R (切

‘N ,
(t) + 多(万 ’

(t)))

+ H (R 刁
(N ’

(t)
,

R 必‘N ) (t川
+ D : (t) + D

Z

(, ) + B
,

(*) + B
:

(, )

一 2 (万
‘N ’

(t)
,
尸e

了
,
(t))

,

这里

D ;
(t) = 月 (R 开

‘万 )
(t)

,
R 万‘N ’(r)R 多

‘N )
(t))

,

D
:

(t)二 d : A (R 二
,

‘N ’ (t)
,

R ;
;
刀’ (才)

,
R 苏‘N ) (t ))

+ 占r A (R
; :

;
N ’(r)

,

R 万‘万 ,
(t)

,

R 必‘N
’

(t ))
,

B L
(t) = 一 2 , B (

, ; 刃
(, )

, 开 万
(t))

,

B
:

(t) = 一 Z v a r B (升
N

(t)
, 拼: H

设m 为待定正常数
.

把 (5
.

1) 的第一式与m 析产 (才)作内积后得到

(5
.

2 )

(t))
.

。· ,, ”‘
’

·

“, ,,
2 +

音
m 二 ‘,

‘!
(‘) ! ; )

‘ + 7

一 (一 ;
一

)
!干; ;,

+ m :
(万;

万夕(, )
,

R J (R 万
N )

(t)
,

R 萝
‘

万’(才)))

+ 。:
(; )N (t )

,
尸J (尸(书

(N 、

(t) + d : 万; , (t))
,

R 甲 万 ,

(, ))

+ R J (R (,
’

万 ’

(t) + 占: , iH )
(t))

,
R 梦(万 ’

(t)))

+ D
3

(t) + B
3

(t ) + 刀
‘

(t) 二 。
:
(开{

万 ,

(t)
,
尸

。

了
,
(t)) (5

.

3 )

其中

D
:

(, )一

合
m “: Z

A (R ”;
! ,

(, )
,

R , ;
“ ) (, )

,
R , ! (, ))

,

B
3

(t) = 一 m v r B (万云万 , (才)
,

开
·N

、

(t))
,

B
‘

(t) 二 一 m v a : Z
B (万

‘万
(t)

,

亏
: 万 夕

(才) )
.

设
。> 。是适当小常数

.

把 (5
.

2 )和 (5
.

3 )相加后得到

I{万‘万’(t)11: + 二 (m 一 l 一 。
){{万{

N 、

(t ) }1
2 + 2 ,

l开
‘N ’

(t) !f

+ , ·

(
仃 +

灌)
(}万

’ “, !‘

+ , 了2

(
。。 阴

一 a 一—2 )
, 犷;

N ) “, !‘+ 乙 G
。

(t) + 乙 D
。

(t)

+ E B
。

(t)簇 11开
一 (‘) }{

2 +

(
, +

公)
,},

! (‘) !一 (5
.

4 )
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其中

G : (t) = (R (2万
‘万 ,

(t) + m : 万{H
、

(t ))
,

J (R (, 万 ’

(t) + 占: 刁;万
少
(云)

,
R 多

‘
万 ’

(*)) )
,

G :
(t) = (R (2万万 )

(t) + 。 : 万
。万 (, ))

,

J (R (
:

Gs (t) = r
(m 一 Zd )(R 万

。万
’

(t)
,

J (刀万
t , 少

(t)
,

N
(t) + d : 万: N

’

(t))
,

R 切 N
(t)))

,

尺梦‘万’
(t)))

,

G. (t) = 一 (R (2 万
万

(t ) + m : 万;
万 ,

(t))
,

万 (R
万

(t)
,

邓
·

N
(t)))

,

G
。

(t) = 一 (R (2 万
N

(t) + m : 行;
刀 )

(t))
,

H (R
,

j N
(t)

,

命
·

N ,

(t))

+ H (R 厅
、N

‘

(t)
,

R 甲 万 、

(t)))
.

另一方面
,

把 (5
.

1) 的第二式与R 诊
N ’

(t) 作内积
.

由引理 1 ,

引理 5和 (2
.

5) 得

阴甲
、

刀
(t)}盆+ S (印

万
(r))《C (l}万

刃 少
(t)}1

2
+ J]子

:

(t)I{
“

)

进一步
,

由引理6得

}梦
‘万’

(r)l;《C (l}万
万 〕

(r)i{
“ + 11了

2

(t )l}
“

)

现在我们来估计 }G
。

(t) }
,

由引理l和 (5
.

5 )式得

(5
.

5 )

(5
.

6 )

!。
1
(, ) :、二 }}。;一 (,) }}2 + c

(
l +

(
1 +

噜)!
,{R 。 二 夕

{}} :
, 一

)
。!}二 (一 (, ) }}

2 + .!,
:

(, )一)

(5
.

7 )

.

~
,

.
、 . _

I
‘

C丫
2

l行
,
‘t) l乓气

￡r +
一

一百
“{R , N

},{,
, 一

)
}}·; ,

’

(‘)}!
’+ 。
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