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�� ��年 � 月�� 日收到�

摘 要

� 从�� � � 。�降阶法是利用能量积分将一个完整动力系统的 � �� � � � �� 运动方程降 阶
�

本文论

述了据李群理论构造的� ��
�

�� � ‘方程所描述的非完整保守系统的相应结果
�

关幼询 能量 完整系统 非完整系统 李群 � �� 耽�� 。方程

一
、

引 言

设某个非完整保守动力 系统在任一时刻�的位形由
。
个独立坐标� � , � � ,

…
, � 。

确定
�

系

统受有
”一 �个理想固定非完整约束

,

按照通常惯例的求和法
,

写为

�
� , �� �毖

, � � �力� � , � ,

…
, � , � � � � � ,

…
, � � ��一�

如〔�
, �〕中所讨论

,

考虑非完整系统的同时
,

我介烤虑由除去全部非完整约束�
�

�

�� 而得到的

连带完整系统
�

对于此连带完整系统
,

由关系式

云一� 舀琴�� �粉
�

�夕
, � � �

, � ,
…

, ”
� ��

�

��

引入 � � �� � � �‘参数 , � , , � ,
…

, 刀。 ,

并以虚位移参数。
� , 。� ,

…
, 。。

表示坐标� ,
的变分 �二

, �

咨�’ � 省井�� �。
。

��
, � � �

, � ,
…

, �
�

对于连带完整系统的实 �虚 � 位移
,

函数��二
,

�� 的变分
,

为

己,

噜
� 。, � ,

, �
� ‘ �‘�一

�
,

� ,
��

�

��

算子

� , 一‘, �� 轰 ��
, � � �

, � ,
…

, �
�

构成构形 空间上的局部变换群
�

换位子��
, ,

� 。〕满足关系式

�� , ,

� 。〕� � 二
。�

,

��
, � , � � � , � ,

…
, �
�

并可定义 � 二
。 ,

且� 二。具有反对称性质� 二
。
� 一 � 石,

�

在非完整约束��
�

�� 情况下
,

算子�
, 不构成闭系统

�

而��

数化法
�

因此
,

方程 ��
�

�� 成为

��
�

��

�

� �由 , 可用于约束 ��
�

�� 的参

推荐
。

文为英文
,

由杨砚译为中文
,

吴承平校
�
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� 。 ,
�
�
�,

, � � �� � � , � ,
… � � � � 掩� �

,

…
, �
� ��

�

��

参数。
,
满足

� 。 ,
�� �。

,
� � �� � � , � ,

… � , � � � � � ,
…

, � �

最后
,

我们对在非完整约束 ��
�

� �情况下的非完整保守系统
,

导出运动方程
,

� � ��七
� � � �法

石“ , � ’研究它们的降阶问题
�

��
�

��

并应用

二
、

运 动 方 程

对具有左个自由度的非完整系统
,

参数叮
,
由
。 一 �个方程 ��

�

� �联系
�

因此
,

可以用掩个独

立参数�
� ,
��

,
…

,
�。来表示

刁, � �, ‘�� ��
‘ �� � � , � ,

…
, 。, ��� � , � ,

…
,
掩� ��

�

��

类似地
, 。可以用独立参数�

� ,
�
� ,

…
,

口。
来表示

口 , � �一‘�� �日
‘

��
�

��

为了得到运动方程
,

我们给出动力学的基本方程
�� ’

嵘 箫
一 � �, 。。

昙余
一 � , �

。

�
。 , 一 � ‘�

, “,

一 ‘, � ,
’ ‘ ’

, ”
,

其中
,
�

。

�
� ,

哟 为连带完整系统的 � � � �� � � � 函数
�

将 ��
�

��代入上式
,

鉴于参数岛 的 独立

性
,

导出 � �� � � � � �运动方程

绘
一 �

,

��
�
一“

�叮,

�目臼

�一
�一从口一�

一子‘

�一�
,

了�、

,

‘

�

��
, � , � � �

, � ,

…
, 。, �� �

, � ,
…

,
��

由 ��
�

��
,

当用�’取代 , ,
时

,

我们用�表示由�
。

所得到的函数
�

即

� ��
, ,
�‘�� �

。

�义
, , , ,
�

�

根据 ��
�

�� 我们得到关系式

��
�

��

� , � 一 � , �
。 �

箫
“, � ,

‘�
。 , ,

,

� , 一� 一�
。
� �

一‘� 一� 一
口�

。

筋拿
“, � , ‘� ,

��
, ,
�

,

口�

口�� 一 杯井
“

, 。,口�
。

带嗽卜
‘ 一

豁�御
一

会�,�
。, 尤 。

��,.

(P,
g = 1

,
2

,
…

, n , i
,

j = 1
,

2
,
…

,
k

)

.

将这些关系式代入 (2
.
3)

,

并定义

Y ‘
= b

, ‘
X

一 ,

K 亨
‘
= Y

‘
( b

一‘
)
一 Y ,

( b
, ‘
)
一 C 名

,

b

。, b
r ‘

从而得出方程

弓
,

尉
一 Y ‘L + K ,

‘
“,

会
一 0 ‘, 一 ‘,

2
,

一
、 ‘,

, 一 ‘,
2

,

一 “, ‘2
·

‘,
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上式即为在约束 (2
.
1) 情况下

,

由独立参数0
1,

0
2 ,
…

,
0

,
表示的非完整系统的P oi n car。方

程
。

三
、

广 义 能 量 积 分

为了证明方程 (2
.
3)具有广义能量积分

aL
。 , , _ _

_
_

1

~

五二一叮- 一 乙。
=

n
=

c o n s ‘ L P =
l , 艺 ,

‘ ’ .
, n

)

。 ,I ,

按照 (1
.
3)对L

。
(
x , , n 一

) 微分
,

并利用 (2
.
1)和 (2

.
3)

,

有

(3
.
1)

鲁
一

瓮
”

,
+ “,x

, “
0

一

箫
”

,
+ “‘”, ‘

X
,

L
。

(
P = l

,
2

,
…

, n

)

(
‘= l

,
2

,
…

,
k

)

一

瓮
”, + “‘“, ‘

(告 瓮
一 C ;

, , ·

豁
一

告嗡呼

(P,
g

, r 二 1
,

2
,

…
, n

)

借助关系式C 石
,

= 一 C 二
。 ,

和0‘b 一‘C 二, , 。
= C 石, , 一, 。为零

,

进行积分
,

得到 (3
.
1)
.

用类似的方法
,

我们又可证明方程 (2
.
4)具有广义能量积分

aL .

百盯.
‘一儿= c o n s 毛 ‘, 一 ‘, “ ,

‘

” , “) (
3
.
2
)

四
、

W
h i t t

a
k

e r 降阶法

现在
,

我们讨论利用广义能量积分(3
.
1)将方程 (2

.
3)以及 (2

.
4)降阶的W h itt

ak er

法
〔7 ’
的适用性问题

.

假设参数集, 1 , 叮: ,

…
, , 。

中
,

至少有一个广义速度分
.
同样参数集 0

:,
0

: ,

…
,

0
, 中

,

也至

少有一个广义速度
,

即毖;~ , 1 = 0 1 .
并且对应的算子X

, 不在换位子 (X
, ,

X

。

) 中
,

因而C 二
。
=

o
(P

= l
,

2
,
…

, , , a
= 2

,
3

,
…

, 。
)

.

在这些条件下
,

我们证明不仅可以对 P oi n car‘方程系统

降阶
,

而且还可以保持方程 的形式
.

注意到b
l, 一 0扭 = 2

,
3

,
…

, 。
)

,

并去掉(2
.
3)的第一个方程

,

则方程 (2
.
3)变为

。
。 ,

( 备箫
一 X

O
L

。一 C “
。。。

瓮)
一 0

(q 二 l
,

2
,
…

, n , a ,

刀= 2
,

3
,
…

, n , 拼= 2 ,
3

,

…
,

k
) (

4

.

1
)

引入新参数

(a 二 2
,

3
,

…
, n , 拼二 2

,
3

,
…

,
k ) (

4

.

2
)

声1

门口叮

一一
口乙

口
1刃刁

一一叮

于是
,

由 (2
.
1) 得

, 二= b
。‘
0 ; (

, ; ~ 0盆= l)
,

(
i = l

,
2

,
…

,
掩) (4

.
3)
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在函数 L
。

中
,

用 刀、机 替换 , 。 ,

并用K (x
, , , 1 , 刀幼 表示代换所产生的函数

.
于是由方程

L 。

(
戈 , , 。,

) = K (
x , ,

刀;
, , 二)有

刀诬一刀
口

口一口l一仇
一一

叹
�
口口一口口L

。
口K 粉。 口K

而i “ 而i 一衬 西二
,

X

,
L
。
= X

,

K

由关系式 (4
.
4 )的前两个方程得出

(p 二 l
,

2
,
…

, n , a ~ 2
,

3
,
…

, n

) (
4

.

4
)

口K 口L
。

J 万
;
一 口, :

粉, 口L
。

叮z 口叮, ( P = 1
,

2
,
…

, n , a = 2
,

3
,
…

, n

) (
4

.

5
)一一

不乙一力
‘八

O一口乳一从

在能量积分(3
.
1) 中

,

我们用 , l呱替换刁
。 ,

则由该方程又可得出x
, 和呱的函数叭

刀: == f (
x , , 叮: ) (4

.
e )

将 (4
.
6)代入 (4

.
5 )

,

并用端 表示 由此而得的
婴

的表达式

u ,I l

L 石(x
, , 叮二) = (4

.
7)

由上式
,

能量积分 (3
.
1) 可写成

一 K 二 h少叮
.
亿

有

口K

口刀二

由(4
.
4)和 (4

.
8)

,

口L 石
口刀二

口L 二
= , 1 口粉二

’ X

,

K = 亏IX
,

L 孟 (4
.
8)

得

口L
。

口专
。 ’

X.
以 一 ‘

叮l

将上述关系式代入P oin car‘方程 (4
.
1)

,

,
L
。

得到

b。 ,

(景
一

豁
一 : IX

·
“
卜
C“。“1““只丛 、

口刀二I

口L

口刀乡
(4
.
9)

用, ; = 分1除上式两端
, 得到

口L

d x l 口叮二

一尤
。

“
卜
C“·。“
粼)

一 。.
了..、
.

声a

口

O

(

g = 1

,
2

,
…

, 。 , a ,

刀= 2
,

3
,
…

, n , 拼二 2
,

3
,

…
,

掩) (4
.
10 )

根据 (4
.
3)

,

(
4

.

3
)

,

则方程

L 尹

给出关系式

X
。

在函数L 么中
,

用火替换‘
,

并用L
‘

表示由此而得的函数
.
鉴于 (1

.
3)和

x , ,
0 二)= L 石(

尤 , , 叮

口L 众
, .

二
, ,

L

‘

一人
。
L ‘ + 而i

口‘人
‘ 、o川

d
ba, ,

J t 箭;一象(篇})
“二 +

箭参
”1“一““

。
‘“二’此一助

一一
此
一卯

将以上关系式代入 (4
.
9)

,

该方程又变换为以下形式

d 口L
产

d t 口8二

取刀
1= 宕;

,

上式可写成

一 刀IY
,

L
‘
+

K 毒
, , 18 :

口L

口刀二
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nU
一一

了�一叮议一口n仃
尹

d d L
产 , , , , .

。
一 二

.
一 二可万 1 一 一 1 .乙

了

十 八
口X z o 口云

(i = l
,

2
,
…

,
k

, 拼= 2
,

3
,
…

,
k

, 刀= 2
,

3
,

… , n
) (

4
.

1 1
)

方程 (4
.
11) 与 (4

.
3)一起

,

构成关于‘
, 刀二

,
…

,

呢和0盆
,

0 二
,
…

,

以的
n 十舟一 2个方 程的方程组

.

方程 (4
.
10)和 (4

.
11)分别称为P oin ear‘方程(2

.
3)和 (2

.
4 )的W h itt

ak er形式
.

如果我们取, , 二 毖,
( P = 1

,
2

,
…

,

n)

,

那么X , 变为口闰x
, ,

并且所有的C 石
,
为零

.
于是方程

(2
.
3)和 (2

.
4 ) 与 M a g g i方程

刃‘,
一致

,

且方程 (4 一。) 和 (4
.
1一) 成为由亏alaev

〔。,
所给出的

、 _

_

,

~
~

, 、
_

_

、 _ _ , , _ . _ . 、
_

_

_
_

, , , , 、 _ ,

O

~

_
, , , _ ,

一
, .

W

”‘t t“k e r 方程
·

如果我们限定“
,

为拟速率‘
, ,

那么X
,

成为
六

,

C
;

“
简化为B “, t z m “n n

三指标形式, , , 。,

我们重 又获得D iu k ie在 [1〕中所给 的非完整系统的W h i七t
ak er方程

.

五
、

实 例

作为W hi tt
ak er法的实例

,

我们研究C haply gi n 雪撬在水平面上的运动
.
通过此实例

说明应用本文方法的优点和怎样选择好一组合适的P oi n car 。参数
.

设大 ,
y 为滑撬在水平面上的坐标

,

功为滑撬的旋转角
, a ,

b 为固定在滑撬上坐标系中滑撬

质量中心的坐标
,

k 为旋转半径
.
假设物体具有单位质量

.
则约束方程为

户一毖t a n 口二 o

取
xl二功

,
x

Z
=

x
,

碗= v , 刀;= 举
, 刀: = 毖

, 刁。= 沙

有

立即一一X一X

口一口
一一X一丈妙

.
d一口

一一X

因而所有的C 二
。
= o

( P
, 口, r

= 1
,

2
,

3
)

,

且约束方程成为

刀:一粉
Z
t a n 功= o

由以
,

下关系式

, ; = 0 1= 己
, , , : = 0

2c o s功
, 刀。 = 0

:
s
i
n 功

引入 P o in e a r‘独立参数0
1,

0
2 ,

有b
, 1

= 1
,

b
2 2

= e o 种
,

b
3 :

=
s

i
n 必

,

b
, 2

= b
: ;

= b
s ;

= 0
.

物体的动能T
。

由下式给出

ZT 。
= Z

K
= [

, 里一子(
asin必+ beos功)]

2

+ 〔, 雪一‘
(
a e o s 功一 b o in 功)」

’
+ 掩
2
子
2

由于L
。
二 T

。 ,

故能量积分是

T 。
= h =

e o n s 七

令

(5
.
1)

(5
.
2)

(5
.
3)

氏
·

圣
一一

月叭
�,。.

一一刀
叭J,

一一刁

由方程 (5
.
1) 得

刁二= 0盖eo ss
, , 二= 8 ;sin必

并且T
。

的表达式成为

ZT 。
= 荟

“

[
, 二

“一 2 , 二(
a sin功+ beo吕功)+ 刁二

“
+ 2 , 二(a e o s功一 b s in 功) + 6

2
]

其中
,
己
2
= a

Z + b
Z
+ k
2 .
由 (5

.
2)和 (5

.
5)

,

有

。
2
= 斌 2再[, ;

名一 2, 二(
a sin功+ beos功) + 刀二

‘

+ 2 , 奋(
acos功一 b s in必) + d

Z]
一 ‘, 2

(
5

.

4
)

(
5

.

5
)

(
5

.

6
)
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函数T 毛和T
‘

为

T 毛= 王Zh [, 二
2
一 2刀二(

a sin功+ beos功)+ , 二
“

+ 2 , 二(
a c o s功一 b吕in 功) + d

Z
]}”2

T
‘
= 谧Zh (8二

名一 2 b 0 ; + d
Z
) }
”2

在方程(4
.
11) 中

,

代换T 毛和T
‘ ,

‘1一

裔
一 Y :一

co 种

并记

口

口x

d
十 S in 公 一 不

口y

K
1
朴

我们得到一个方程
,

:
i n 功

,

K 甲
2= 一 c o 。功

,

K 孟
:= 尤曹

:~ o

经简化为
.

卫匹 一 = 夕哪
_

0呈z一 2 b 0二+ d 艺 a
z

十 k
名

对上式积分
,

有

砚 二 b 十 斌石泛千盔豆 t a n
a
功+
c

斌
a么

+ k
Z

C 是任意常数
.
利用0二

,

由(5
.
3)和 (5

.
4 )可得到叭和叮

: .

得出功的函数毖和夕
.
对毖和夕积分

,

得

(5
.
7)

,
: ,

叭均为功的函数
.
接下来

,

又可

L_:_ 。 . ,

一
「_ _
_ 」冬 _

_ 时十 ‘ J ,

弄一 。。1 1 1 口丫 可 口“

十 介
一

l
‘u 心尹 ‘。i f 了丁三爵于币r u 尹

J 月扩 a 一 气. 月一

。

一
“c o s , + 、

~
J

。‘n , ‘an
a
功+
c

犷云耳矿
d功

考虑到 (5
.
4)和 (5

.
7)

,

(
5

.

6
) 式右边是功的函数

,

积分后得

t= 7 丽

a“
+ k

Z

a

a 苗+ c 、
.

豆砂了不不少十
d十

汀J4

,

矛.、

na
杏口

n

11

d =
c o n s

t

我们所讨论问题的解式与〔4〕中由C h aply gi
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