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摘 要

本文应用弹性力学的复变函数理论
,

用多保角变换的方法
,

导出了任意多连 通 无限大弹性板

的多复变量应力函数表达式
.

在边界上进行复F o ur ie r级数展开
,

用待定系数法确定应力 函 数的

未知系数
,

从而计算弹性板的应力场
.

以含有任意多个任意位置椭圆孔 的 无限板为例
,

编制了相

应的多工况运行的F O R T R A N 77 标准化程序
,

进行了考题和算例分析
,

给出了级数 的收数 状况

和孔边周向应力的分布图
.

结果表明本方法对处理多连通无限大弹性平面问题行之有效
.

关. 润 孔 板 应力分析

一 己1
.

全
.

、 J . 「习

在过去的一个多世纪中
,

许多学者对含孔板的应力集中进行了研究
,

已取 得 了 丰 硕成

果
.

在现有的各种应力集中手册中
’‘“‘’,

含孔板
‘

的应力集中是必不可少 的重要组成部分
.

然

而在含有二个或二个以上孔的情况下
,

大部分曲线是通过试验得来的
,

只有少数几种特殊情

况来 自理论计算 (例如
:
含有二个相同大小圆孔的无限板

〔6〕、

含有二个不同大小 圆 孔 的 小

无 限板
〔。, 、

含有一排无限多个相同大小均匀排列圆孔的无限板
、

含有一排无 限 多个相 同大

均匀排列椭圆孔的无 限板
〔‘1)

.

在实际工程中常常遇到各种几何参数和 各 种载荷条件的多孔

板
,

有的情况在现有的手册中无对应情况可查
,

因此对更为一般的含多孔板进行应力计算的

理论研究
,

并编制相应的计算程序是必要的
.

本文研究含有任意多孔无限大弹性板的应力计

算
。

二
、

分 析 方 法

穆斯海里什维里首先用保角映射的方法解得了含有一个椭圆孔无限板应力场计算的精确

解
.

对于具有K 个一定光滑性的内边界和一个外边界的一般多连体(图 1 (a) )
,

两个复应力 函

数的表达式为
‘7 ,
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巾 (
z
) = E A , In (z 一 z 。

) + 中朴
(二)

(2
.

1 )

梦 (二) . 艺 B , In (
z 一 z 。

) + 梦 .
(
二
)

其 中 中权z) 和梦权 z) 为在该多连体中为单值的解析函数
,

Z ,
为边界S , 以内的任意一点

,

A 舌 X
今 + iy ,

2二 (1 + Q )

B 奋 Q (X 一 iy , )
2 二 (l + Q )

如果 Q = 3 一 4拼为平面应变
,

而Q = (3 一川 / (l 十川为平面应力
.

拜为板的泊松比
,

X , 和Y ,
是

内边界S ,
上 x 和 夕方向面力 的主矢

.

现我们把中气幻和梦气z) 分成如下K 个分别在边界S ,
之外为解析的单值函数之和

必气幻 二乙 中贯(z )

(2
.

2 )

梦肠
(z ) . 乙 梦贯(: )

把巾笠(z) 和少贯(z) 以
2 。
为中心在收敛 内展开成L a u r e n t级数得

K 阳

巾长
(
z
)二乙 艺

a , ,

(
z 一 : ,

)
’

工 阅

梦.
(
z ) = 兄 兄 b . 。

(
z 一 2 .

)
’

(2
.

3 )

二
1

二
~ C心

如果 图 1 (a) 中外边界上的每一点都趋于无限远 (图 l(b ))
,

设板的无限远处应力为有限

值 (a
。
= 尸

。 , a , = 尸
, ,

ra , 一尸 , )
,

则把 (2
.

3) 和 (2
.

1) 代入下列应力表达式

. 1 多连沼城
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a 一 + a , = 2 [中
‘

(: ) + 币不万」

a , 一 a . + 2 1二
一 , = 2 [忿中

“

(
z
) + 梦

‘

(
z )〕

令
z , oo

,

并略去对应力无影响的常数项 (下同)

(2
.

4)

得

、护J可

飞
..J

月一
、‘.产

含Z一Z
了.、

介否a

。乙.-1十
、,户户

舌Z
一

Z
搜了、

n
�..二

合A
f
..L

K一卜工圈

r、/l七
十2月

一一
中 (z )

(2
.

5 )
, ...J

一 几
、,‘产

合Z一Z

了

J性、

”七

‘

白
。万�十介之一之

了.、

n
11

今B
r..L

K一卜目脾

一、/.七
十ZB梦 ( z) =

其中

A
。

(2
.

6 )

l·L、
了
1
...

/

B
o

立(
尸

·

十尸
,

’

; (尸
, 一尸

· + 2 1尸一 ,

引进K个复变量雪
。
(k ~ 1 , 2 , 3 ,

一
,

K )
,

函数

: 一 z , = F 。
(雪

,
) = 乙

e 。,

雪下
.

(k = l , 2 ,

⋯
,

K ) (2
.

7 )

把条平面上的单位圆及其外部单叶地保角映射到
z 平面上的边界 S ,

及其外部
,

而

亡, = 牙
.
(
z 一 二 ,

) = 乙 f
, 。

(
z 一 2 .

)
一 ,

(k = 1 , 2 ,

⋯
,

K ) (2
.

8 )

把
z
平面上的边界 5 .

及其外部单叶地保角映射到或
。
平面上的单位圆及其外部

.

把 (2
.

7 )式代入 (2
.

5 ) 式可导得如下的多复变量应力函数表达式

中 ( z ) =

( 2
.

9 )

梦 (习 ~

,
。· +

鑫〔
A ·, · : · +

鑫
, 二: ; ·

]

。
。· +

鑫〔
B ·‘· : , +

霓
, , · : 俨]

其中 必。. 和势标为L a u r e n t级数的未知系数
.

板的应力边界条件的复变函数表达式为

〔, ( · , + Z

网
+ 梦

,

( ·) ,一 I
“X 一 r ) d ;

(2
.

1 0 )

其 中 叉和 r 分别为边界上 x 和 y 方向的面力分量
.

令少 (习和梦 (z) 满足 j孔的边界条件
,

把 (2
.

9) 式代入 (2
.

10) 式并进行移项整理得

E 乙 〔介 . 鱿 , 一必玉石m对石丽而叮十丽舀而疏画
. , = 九 (2

.

1 1 )
舌 . 1 , 月 . 1

其中

f , 一

J“
X 一 r ) d一 {ZA

。z + B
o z + 乙 [A , I n 雪。 + 二

不丽 I了乙+
瓦 1五

.

磊 ]}
(2

.

12 )
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在 j 孔边界上有雪, = a == c o S S + is in s
,

故从 (2
.

7 )(2
.

8 )两式可得

万
z = E e,

. 口一 + 勺 (2
.

1 3)

土
_

/
二

、 一‘

‘, 一 月
.

j , ‘

气乙
.

“, 。a 一 ’
+ ‘, 一 ‘.

)
“

一 . 皿 = 一 i

(2 一4)

上
_

I
二

_ 、 一 ‘一 ;

摧
‘

= 一 乙
.

‘j.l 气乙
_

‘,. 口 一’
十“一 之

口
. . 一 1 , . ~ 王

(2
.

1 5)

把C “ , 二 :
C , 一’

平二
,

f, 在〔一二
,

司 上展开成复P o u r ie r级数得

鱿“ = 艺 c, 、声
.

, . 一 ‘洲 〕

阴对俨
一 ‘

牙蕊= 艺 D ,
一

”口”

f , = 艺
a , 。“ ,

(2
.

16 )

其 中

C ,

一命仁
,

“俨e x p 〔一“‘, d“

刀,

一去
介
!

_

爪
J ~ 万

z雪下一
‘

平是e x P [ 一 n oi〕d o (2
.

1 7 )

a J ” ~ 六
一

仁
,

f
, e X p 〔一“‘〕““

以上F O u ri e r 级数系数C , , 。 , ,
D , 。。 。 , a , 。 用手算是困难的

,

我们借助电子计算机用数

值积分的方法就可方便地求得
.

把 (2
.

16 )式代入 (2
.

1 1 )式得

K 阅 沈 的

E 乙 乙 [功
。. C , . 。 。a ” 一 功

, , D , 。。 , a ft + 价一C ,
一

” a 一 ,

〕= 万
a , 一a “

(2
.

18 )

对(2
.

1 8) 式左右两边取共辘得

1
C o co

E E 乙 [功
。. C , , . 。。 一 ”一功

。. D , , . 。。 一” + 功, . C ,

一
a .

]二 乙 可丁a 一 ,

(2
.

1 9)

令了~ 1 , 2 ,

⋯
,

K
,

即 中(幻和岁(习满足所有孔的边界条件
,

则可得K 对如式(2
.

15) 和

(2
.

1的的方程组
.

实际计算时
, 正负各取M项

, 。也取M项
,

由方程组两边 a 同次幕前的系

数相等可得如下由矩阵表示的复系数线性方程组
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[A l王R 卜. {a 卜 (2
.

2 0 )

其中 〔A 〕为由C , 、
.

和D ,、
。

以及它们的共辘组成的4K M x 4K M阶方阵
,

{R }为由功
。. 和功, .

以及它们的共辘组成的4 K M x l阶列阵
,

{时为由a , 。

以及它 的共辆组成的 4 KM x l阶列阵
.

解复系数线性方程组 (2
.

20 )就可确定未知系数功、 和 功
。 . ,

从而板内和边界上任一点的

应力可由(2
.

4) 式求得
.

孔边的周向和法向正应力以及剪切应力由下列应力转换公式求得

a , 一

音(a
.
+ a ,

) +

合(a一
a ,

)e o o Za + : 一: ‘n Z a

。 一

专(a
.
+ a ,

)一合(a一 a ,
)e o “Za 一 , , , “‘n , a

(2
.

2 1)

; , ,

一专(a一 a ,
)。in Z a + 二 , , e o o Z a

其中 a 为边界点的切向角
.

上式中的a , 和介
,
应和已知的边界条件一致

,

因此可用它们来检验结果的正确性
.

对于位移边界条件可类似求解
.

三
、

例 子

对于如图 2 所示的含有K 个椭圆孔的无限板
,

每个孔的大小
、

位置和孔边

均为任意指定
,

板的无限远处作用有尸
。 ,
尸, 和尸

, , .

孔的参数方程为
z = a 一e o 日B + ib一s in s + z 。,

其中 z0 ,
表示k孔的中心位置

, a . 和b .
分别为k孔的两个半轴

.

作 用 的载荷

(3
.

1 )

!聆!厂卜斗l厂土!匕土_ !_ 上二
只!

夕夕夕 又又
了了 !

}
! ~~~

!广l|

一 P
x

J了口.�性,

lj.

11!!

圈 2 含有多个橄. 孔的无限板 圈 3 含有两个相同大小 . 孔双向受拉的无限板

选之 . = 石, ,

公式 (2
.

7 )和 (2
.

5) 的具体形式为
:

1一奈
Z 一 Z 。合=

a , + b -

2
亡

. +
a

一 b .

( 3
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(3
.

3 )

-无�夕O
+

z 一 z 。, + 斌 (z 一 z 。。
)
“
一 a

a , + b -

在 j孔边界上有
z = a , c o s s + ib , 日i n s + z 。s

( 3
.

4 )

G , 二斌 (a , e o 8 0 + ib , s i n o + : 。, 一 2 0 .
)
“
一 a

t + b乏
a , e o s s + ib , s i n o + z o r一 z 。, + G ,

a , + b , ( 3
.

5 )

令则

叭 一

型
些夕士l乞丝叫大凳止 : 夕全生旦全

LO . 宁 O 告 ) 。奋
( 3

.

6 )

把 ( 3
.

4 ) 、 (3
.

6 )式代入 (2
.

1 2 )和 (2
.

17 ) 式就可求得F o u r i e r 级数系数
.

如果孔边仅受均布压力尸, 。和逆时针方向的均布剪力 T , 。 ,

则a , ,

有下列简单的表达式

一

合
〔(ZA

。
+ p , 。一‘T , 。) (a , + b , ) + 瓦 (

a , 一。,
)

一

音
〔(ZA

。
+ 尸 , 。一 *T , 。

) (
a , 一 b ,

) + 瓦 (
。, + 。, )

(
n 一 1)

( 3
.

7 )
(
n ~ 一 1)

( n > 1或 n < 一 1)

/

!
、

!
..、

一一,I口

对于以上方法我们编制了相应的 F O R T R A N 77 标准化程序
,

可方便地进行应 力计算

和参数变化研究
,

在 V A X 微机上进行了下列考题和算例分析
.

例 1 含有二个相同大小圆孔双向受拉的无限板 (图3)
,

台湾学者林致平 19 4 8年用双极

坐标的方法求得了封闭解
〔“〕 .

计算时取孔的半径
r ~ 1 ,

尸
。

一尸 , = 1 ,

表 1 列出了孔 边 A
,

B

两点周向应力在不同的 孔 距下随级数项数的收敛状况
,

从中可 以 看 出孔距越大收敛速度越

快
.

衰 I A
,

B 两点周向应力在不同的孔距下随级教项数的收散状况

L /
, , M

—
{

—
1

.

5 1 o T A

i 口犷 月

一

222
.

06 7 2
.

0 1 6 2
.

0 1 7 2
.

0 1 8 2
.

01 8 2
.

01 8 2
.

0 1 8 2
.

0 1 8 2
.

0 1 888

111
.

94 1 2
.

016 2
.

0 14 2
.

0 1 4 2
.

01 4 2
.

0 1 4 2
.

01 4 2
.

01 4 2
.

0 1 444

文 [5〕

2
.

88 7

2
.

2 2 5

J上00一�jnU弓立曰�一目jUO月片JI一J上nU口山,曰一,曰山乃

竺
r ‘

, 目尹 了 B

口r 月

仃T B

口 r J

盯 T B

2
.

0 4 9

2
.

033

2
.

0 18

i兰竺竺
)

2
·

。。o

} z
·

00 0

月刀一ATT B一了丁口口一口口8.0一100

例 2 图4 (a) 为一椭圆孔 (
a = 1 , b = 2 , z 。

= L ) 附近有一方边受余弦分布载荷 (P
二 = c o so)

的圆孔 (
r = l , z 。= 0) 的无 限板

; 取拼= 0
.

3 3 3 3 ,

M = 3 。,

表2列出了在 不同的L 下两孔眉向最

大和最小应力的大小和位置
,

计算所得的边界应力和边界条件的误差不大于 1 0 一 3 ,

从表中可

以看出
,

在L = : 时两孔的最汰应力基本和等
, L < : 时撮味应j] 拍

几

桶圆歌边上
,

而 L> 3最大
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裹 2 周向最大和最小应力随孔距的变化

L 2
.

2 2
.

5 3 4 5 6 8 1 0 00

口. . 二

口

4
.

6 3 7 2
.

1 3 9 1
.

18 9

3 7 4 9 59

一 1
.

3 5 , 一 0
.

8 34 一 0
.

23 4

0 0 0

6
.

065 2
.

6 3 9 1
.

1 9 0

1 80 1 8 0 1 80

一 2
.

5 3 6 一 1
.

18 1 一 0
.

883

0
.

8 1 2

83

一 0
.

088

18 0

0
.

7 1 6

86

一 0
.

0 6 7

1 80

圆孔

0
.

5 1 1

1 80

一 0
.

6 5 6

0
.

31 0

18 0

一 0
.

5 21

0
.

6 74

87

一 0
.

05 5

1 80

0
.

2 1 8

18 0

一 0
.

4 3 0

0
.

64 0

8 7

一 0
.

04 5

18 0

0
.

1 3 3

1 80

一 0
.

3 1 6

0
.

6 2 , 0
.

6 14

8 7 87

一 0
.

04 1 一 0
.

03 6

18 0 18 0

0
.

094 0
.

000

180

一 0
.

2 48 0
.

000

椭回孔

乙, 戈
;

L~ 3

夕夕 又又
LLLLL

(a)
2 70

(c)

困 4 含二孔板和孔周应力分布

应力则位于圆孔边上
,

L越小则相邻部分的应力变化越剧烈
,

图 4 (b) 和图 4 (c) 给 出了 L ~ 3

和OO 时两孔的周向应力分布情况
,

从中可以看出两者差异很大
.

对于任意其它的多孔情 况
,

只要输入相应的材料参数
,

几何参数和载荷 参数就能方便地

计算出板内和边界上任意点的应力
.
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1 2 5一1 2 8
.

〔7 」 穆斯海里什维里
,

嵘数学弹性力学的几个基木问题》(赵惠元译
,

王柔怀校 )
,

科学出版社
.

北

京(19 5 8 )
.

【8 〕 徐芝纶
,

亏弹性力学 》 (第二版)
,

人民教育出版社
,

北京(1 9 7 5)
.

〔叼 杜庆华
、

余寿文
、

姚振汉
.

嘴弹性理论》
,

科学出版社
,

北京(1 9 86)
.

【10 」 樊大均
,

《数学弹性力学》
.

新时代出版社 (198 3 )
.
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Pro ble m s by Me a n s o f Stre ss Fu n c t芍o n s o f

Mu ltiPle C o m ple x V a ria ble s

W
a n g

(N a ”ji. 口

L in 一jia n g L in J ia一k e n g

月‘r o ”a “* ie a l l”st‘*u 才e
.

N a ”j‘n g )

A七str a c t

O n t五e b a sis o f t五e m a t he m a t ie a l e la s t ie t he o r y
,

t li e s t r e s s fu n c t io n s o f m u lt ip le

c o m p le x v a r ia b le s a r e d e r i丫e d in a n in fin it e m u lt ip ly
一e o n n e e t e d p la t e b了 u s in g

m u lt ip le e o n fo r m a l r e Pr e s e n t a t io n s
.

T he fu n e t io n s a r e d e ve lo p e d in Fo u r ie r S e r ie s

o n u n it c ir ele s ,

tli e u n k n o w n e o e ffie ie n t s o f th e fu n e t io n s a r e d e t e r m in e d by

c o m p a r in g c o e ffic ie n t m e t ho d
,

t he n the st r e s s e s in th e p la t e e a n b e e a le u la t e d
.

A

p la t e e o n t a in in g m u lt ip le e llip t ie a l h o le s 15 d is e u s s e d
.

th e e o r r e s p o n d in g F O R T R
-

A N 7 了 p r o g r a m 1 5 fin ish e d
.

T 下0 e x a 也 p le s a r e g iv e n ,

th e y sh o w th a t th is m e t h o d

15 丫e r y e ffe e t i甲e a n d c o n v e n ie n t
.

K e y w o rd s 五o le s . s t r e s s e a le u la t io n , a n a ly t ie a l m e th o d


