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摘 要

本文运用作者已建立的矩形网格扁壳的非线性弹性理彭全
,

求解了该类结构的非线性振动问题
�

通过采用横向挠度 �网格节点横向泣移� 和力的数沟某种 �户义 � � 。盯 �
� �
级数形式的设定解

,

由试函数的加权得到解中系数之间的关系和决定时间未知函数的垠动方程
,

然后利用正则摄 动 法

和迎辽金法推导出结构自由振动和谐和激励作用下结构非线性受迫振动的幅频关系
,

并 给 出了计

算实例
。

关锐阅 矩形网格扁壳 非线性 振动 幅频特征关系 梁振动特征函数

一 日� 飞梦
、 � � �二习

近年来
,

由杆系
、

梁元等离散构件组成的空 间网格结构
,

由于具有刚度大
、

重量 轻
、

受

力合理
、

造型美观等独特的优点
,

在宇航
、

机械
、

建筑
、

土木等领域得到 了十分 广 泛 的 应

用
。

对网格结构进行研究有两类方法
�

一类 是 各 种 离 散 化 方 法
,

例 如
�
� � �� � 七� � 和

� � � � ���� � 『’二
,

� � � �� � 〔
“二用差分法分析了网格梁

、

板结构的振动和弯曲问题 , � � � � � �� �

和 � � � � � 『
�〕,

� 川�� �
� 〔弓〕〔� 〕利用有限元和转换矩阵相结合的途径讨 论了周期性 �对称 �

空间网格结构
, 基于离散元件的精确刚度分析

,

� � ��� � � � 〔� 二
“ 〔� 二
等人考虑 了简支条件的周

考 性网格梁型结构的屈曲和振动问题
�

此外
,
� “ � � 〔’二,

�
� � “

。二
等人 研究网格结构时

,

运

用了离散场方法
,

即先对网格结构推导出特征节点的差分方程
,

然后直接求解或者采用级数

展开将差分方程转化为微 分方程来分析
�

另一类方法是连续化方法
,

其基本思想是
,

从 网格

离散结构的应力
、

应变关系角度或能量 角度
〔‘’二““ � 二

建立一个等效的连续模型
,

通 过 对 连续

模型的分析获得原网格结构的力学特性
�

采用合理的等效连续化模型能够准确地 了解整个 离散结构的冠观特征
,

尤其是对结构发

生失稳的临界载荷 以及结构振动频率的 �负测是十分有欢的
�

在文〔��川
“ ,

本作者通过分析梁

元双向正交布置的矩形网格扁壳结构的内力
、

父形
,

建立连续化模型
,

利用变分原理导出了

基本控制方程和边界条件
,

并且还具体研究了正方形网格 圆底扁球壳的轴对称屈曲问题〔‘“二�

本文在文献〔� �〕的基础上
,

讨论
一

�
’

厄形网挤扁壳灼非性浅振功问题
�

对于边界可移的简

昔

刘人怀推荐
�
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支和夹支情况
,

运用摄动法和巡辽金法求解得到了网格结构对应于 ��
,

的型振动模态的振动

幅值与频率之 间的非线性关系式
,

并给 出了算例分析
�

二
、

矩形网格扁壳非线性振动问题的提出

如图�所示
,

设矩形底面的网格扁壳其两向布置的梁元材料相同
,

截面一样
�

通 过 分析

网格结构内力与交形
,

运用虚功互理可导出由横向挠度 �节点横向位移� � 和力函数 功表示

的平衡方程与协调关系式
〔“二

至户
牙

, � � , � � � ‘

�艺
, �

式�
不

, � �� � �

艺
附

, � � ��

� �
, � �功

, � � 一 �研
, ��

功
, �� � �

, �

动川 � � 动
, � � � �

�

功
, �� � �

�

��
�

��

� �

百�
功

, � � �� � �必
, �� �� �

�
�

� �
功

, , , � �

二 �不犷
, , �

�
“ 一万

, � �
�

, �� 一 � �
研

, � � 一�
�

�
, , � � � ��

, , � ��

� �
�

�万
, ��
研

, ���
, � � � �

�

�才
, ��

附
, ���

, ��

这里只考虑法向载荷的作用
�

对于结构的横向振动问题
,

应有
�

�
,

� �
,

�� �
, � � , ��一 � 训

,

�� �
, � � , ��

功� 功��
� , � � , ��

��
�

��

式 中
,

巳记

�
,

为外载
�

上面表达式中
,

口

口� �

, �一
。

口 � �
,

方 �

� � �

口
�

砰
� �

�

材料常数�
,
� �

,

� � ,
�
�

表达如下

� �� �
��

� � �
�

�
��� �

。
� �

� ��
�

� �� �
。�全�

�� � � ��
�

� �

会
��

� � �� ��
」
� �

�

� �
� �乙

�

� �� �
。吮势

�

�� �� ,
,
�
� 一

怂
乙

� � �� �

�
�

气
�

�� � 一 百� � �

��
�

��

上式中
,

�
� � � �

分别为 � � , 二�方向的 曲率
,

� �为扭转 刚度
�

� �

曰
口口口「「口口 ��� 口口口口� � ���匡匡
厂厂厂「「门门 ��� 门门曰曰口口口口口
户户户川川汽汽 ��� 」」口口广广���巨巨
厂厂厂「「巨巨�� 二二��� 已已口口���
巨巨巨正正二二 ��� ��� 口口口口口口

下
�

土

、

��� 时时

对于可移的底面边界
,

� � � 简支

万二 � ,

万 � � ,

� � � 夹支

图 � 网格扁亮基本几何图

对应的边界条 件可写成

附
, � � �

��
�

� �

砰
, � � �

功
, � � � �,

必
, 」� � �

功
, � � � � ,

动
, �� � �

当� , 一 � ,

当� � � � ,
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不 � �
,

牙
, � � �

,

功
, �� � �

�

价
, � � � �

平 � �
,

附
, �
� �

,

功
, , , � �

,

功
, �� � �

初始条件为 律 �二
� , � � , � �” �

,

苏��
� , � � , � ��  

当x:二 0
,

a 时

当xZ~ O
,

b 时
} (2

.
5)

(2
.
6)

三
、

非线性振动问题的求解与幅频特征关系

我们首先考虑简支情况
.
为了满足边界条件 (2

.
4)

,

设才和必有如下形式的解

平 (x
:,

x
: ,

t
) = 艺 乙A

。 。

f (
t
)
。i n m a x

, s i n n
刀
xZ

二
1 二1

功(x
l,

x : ,
t

) ~
E 乙B

一、
f (

t ) X
,

(
x :

) Y
。

(
x Z

)
+

E 乙 C
一。
f

,

(
t

) X

,
(

x :
) Y

。
(
x Z

)

, 一 l q 一 1 , 一 1 q . 1

(
5

.

l a
,

b )

上式中
,

A 一
,

B
, 。 ,

C
, 。
为待定常数

,

f (t ) 为未知时间函数
.

且 a二二/ a
,

刀= 二/ b
,

X
,

(
x ,

)

,
y

。
(
x Z

)为梁振动特征函数
,

即

X ,
(

X :
) ~

c
h

a ,

言
一 c 0 S a ,

毛
/ ,

X
-

一 ” ,

气
Sn a ,

万一 s ln a 一 五

; . (x
:
)一c h a

。

会
一 e o : a 。

会一
。

(

:
h
a 。

含
一 s‘n a 。

会)
其中系数a

一, v 一

, -

a 。,

、有下列关系

_ eosa一
cha-

一 sin a , 一 s h a
一 ’

C o 日a 。
一 e h a

。

s l n a

一
sna‘ -

e o s a 一 e h a
一“ 1

e o sa 。
·

e

h

a
。
= l

并且
,

X
, ,

y
q

满足正交条件

{:
X ‘

X
, d X I 一

{

Y ·‘, “X
Z
一
{

b ‘

O ‘夸j 0 ‘今 j

将式 (3
.
1) 代入式 (2

.
2)

,

两边同乘 X
‘
(x

1
) Y

,
(丸)

,

并在底面的区域上积分
,

利用上述

正交关系
,

然后合并关于了(t) 和尹(t) 的同类项
,

得到待定常数之 间的关系

音(会)
‘ ·”B ‘,

+ C

军罕
B, 。

M , ‘ N ‘’ +

六(f
‘ 一

)

‘·“B ‘,

一 ,
:

军军(令
一 +

爹
mZ+Cltn’·2

)

M ‘
’
N ‘

’
A 二

吃月
L
�!�2
�
五叠 (, 、

E A 、b ,

a b C ‘, + C 乙 乙 C
‘,

M 盆
‘
N g

, +

, .
(
穿)

‘·“C ‘,

r

l

!

!

1

1

了

=
a

Z

刀
么

乙 E 乙 艺 (。
。r :

M 忠
“ ’

万言
” ‘ 一 。 , s ,

M {

“ ’

N 了
” ,

)
A

o .

月
, 。

一

嘿弓军军军
(CZ· 2济2 + C 3”2·”一「‘。 + ·, “ ,

‘“”

+ (m 一
r
) M 吞

、

肠一 r

〕[ (
。 + s

) N 才
一

”
”

、

+
(

n 一 ;) N 吞
“一 8

] A
。 。

A
r s

(
3

.

Z a
,

b )
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式中
,

i
,

j = l
,

2
,
… , P

,
g

, r , s , 。 , 。 = l ,
2

,

…; 常数M
l、M

。

定义为

、1....香.、l

、了f..‘公

!

l

M , “‘ 一

l :

X
, 。‘n 阴a X I。 , n ‘a X IJ / :

M , 。‘ 一

l :

X
, , ! 1 5 ‘n 优a / 1。、n ‘a X I、X ,

M , “‘ 一

{ :

X
, , I c 。。m a X I。‘n ‘a X !J X !

M “ 一

l :

X
, s ‘n ‘a X , 、X ;

M “ 一

{ :

X
, , ! ! 。i n ‘a X I、X ;

M “
。 ’ 一

i :

X
‘c 。。m a X , 。。。

一
:。X ;

M ,
一i:
X400omaXloXI

M“ 一

i !

X
, , ! !

X
‘
d X

I

( 3 3 、

{

用N
,

Y
,

x
Z ,

b
, n ,

g
,

j

, ;

分别替代M
,

X

,
x , , a ,

m
,

P
, ‘, r 可相应得到N

:、N
s.

同样
,

将式(3
.
1) 代入式 (2

.
1)

,

两边同乘 si ni ax
,

si
n

j 脚
:, 积 分 后 得到决定时间函数

j (t) 的振动方程

了+ 。孟f +
al
f
‘
+ a

:

f

3
+ a

3 二 o ( 3
.
4 )

式中
,

、,,..!

!

!

、

!

L

I

..............刀/

。丢~ 户
「月I
L 乙l

“a
‘ 十 G J

(
十

乙l 乙2

4

P a b A

‘

了军军‘K
I
M 穿

‘

N 瞥

)

a ‘“
2‘2 ,

“
+

会
,
4
刀
毛

」

+KZM玄‘ N 怪J)B , 。

a l =

4

尸a b A ‘,
{
乞 乙 乙 乙 (m

Za“
M 犷

’‘
N 萝

”‘ + Z o n a 刀M 竺
“‘

N
q ” j

m n p 口

+
n Z

刀
Z
M 雪

“ ‘
N 萝

“ ,
) A

. 。

B
, 。一 乙 乙 (K

;M 季‘N 里
P q

+ K
Z
M 玄

‘

N :

,

) C
, 。

}

a Z =

4

户a b A ‘, 乙 万 乙 乙 (。
艺
a 七

M 甲
“ ‘ 挥竺

”‘ + 2 , n n u 卢M 弋
仍‘

N ;

“ ,

而 几 户 口

+
n Z

刀
Z
M 里价

‘
N 了

” J
) A

。 。
C

, 。

4 f
。
「
b

a ,

一而
。对‘, 一

J

。

J

。“
,

气x ‘, ‘“ , ‘) ““‘, a x , “‘n J 户x Za x :a “2

、、J尹
二口

.

nO了.、

接下来考虑自由振动情况
,

即g
,

一 0 ,

式 (3
.
4 )变成

了+ 。毛f + a
l
f
2+ aZf

“一 。 (3
.
6 )
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选取不 (x
:,

x : ,

0) 无量纲化的幅值
。作为摄动参数

,

设

了(
:
)= E 尹几(

r) (3
.7)

。 =
E

‘协。。
(
3
.
8
)

式中
, r

= 。t ,

了(0) A = 加
.
h为壳体厚度

,
A 为

E 乙 A
, . s i n , a x ; s i n ”

刀x
Z

的幅值
.

由式(3
.
7)和初始条件(2

.
6) 可得到

f
;
(o)= h/A

,

f

。

(
o
)
=

f

:

(
0
)
=

f

。

(
0
)
= … 二 o ,

f 毛(o) = f ; (o ) = f ; (o )

(3
.
9 )

将方程(3
.
6)改写成

。Zf
“
+ 。毛f + a

,
f

“
+ a

Z

f

“
= o

式中
,

尸 = d丫/d尹

将式 (3
.
7)

、

(
3

.

5) 代入 式(3
.
10)

,

由。仇
各次幂的系数为零可得到各阶方程

(5
.
10)

、
‘

!

、

/

..1声
。急了落十。急f

。
+ a l

f 落+ a
Z
f孟一 。

。孟jf + 。活f
l+ Za;f

。

f

l
+ 3

a :

f 孟f
, + 2 。 。。If俗= o

。盖f公+ 。急f
:+ a ;f圣+ 2。

。。;f 了= o

。名f公+ 。盖f
3+ 2。。。 ,

f g + 。 r f 犷+ 2。
。。 Zf f + Za lf

l
f
:+ a Zf 全二 o

.

…
,.

01
1
23

8ee君

( 3 1 1 a
,

b

,
e

,

d )

由式 (3
.
1 1a )结合条件(3

.
9)可知f

。二 0
.
由此从式 (3

.llb )可得到

了
1一

各
。。“·

将了
, 代入式 (3

.
llc)

,

克服长期项rc os
:
得出。

, 一 o ,

解出f
Z
为

八一粼劲
2
( ;
cOS· +

卜05
2
一勺

再将。
, ,

f

: ,

f

Z

的结果全部代入式 (3
.l ld) 中

,

整理得到

。“‘
IT+

fs)
一

眺
一

簇(直卜
。。 田2

直
一

;

a :

(立羚
。
ST + …

(3
.
12 )

q.l
目,

.

、
rlJ

刁..lJ

为消除长期项
,

令 cos T的系数为零
,

将有

。2一

专(幼袱众
一

篡]
式 (3

.
5) 改写成如下形式

。 = 。。
+
。 “。: + O (

: 3
)

或

。 f
.
/ h 、“「 3a

。

s a

。。
L \ 直 / L 4。 石 切口

现在处理谐和激励作用下的受迫振动情况
.
假设

f (t)二 f (O ) e o s o t
,

g

,

(

x ; , x : ,
t

)
= g

。
e o 。。t

(3
.
1 3)
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将上面式子代入振动方程 (3
.
4)中

,

两边 同乘cos 时
,

对耐从o、 2二积分后有

3
口

一

= 口 石十
一 ‘

’
4

a
Z

f

“
‘”’+厂}豁

1l令l、
lrJ

言:j
“

(
“) +

仅一9
0

。洁f (0)

J : (轰
·

)

’
+

镇
。

雇
一

}

“’

(
3
.
1 4

)

4
今J
4

十十
Jr、‘r、‘

一一一一
。一叽。

,

叭即或

式 !们
,

a ‘一 一
4

p a b A ‘,

〔l一 (一 l)
‘〕[1一 (一 l) , 」
iia夕

(3
.
15)

如果讨 沦(m
,

动型振动模态
,

可设

不 (
x ,

.
x Z ,

t
)

= h
f (
矛)
s in m a x :s in n刀x

:

这样
,

式 (3
.12 )

,

(
3

.

1 4
) 和 (3

.
15)进一步表达为

口”-

口一
(o、

一

{

, +
·’

[截
一

器;〕}
’‘’

(
3

.

1 6
)

2I、
.矛」1

Je
口. ,

口. 一 ( 0 )

(

,
.

3
a

2
, .

=
气l个 不

。一 己一

十
气 任田云

口一g

。孟
(3
.
17)

4 [l一 ( 一 l)
.
] [ 1 一 (一 1)

.
〕

(3
.
18)

以上考虑的是简支情形
.

兀:P m ”
h

对于 由式 (2
.
5 )表示的夹支边界条件

,

可设

平 (
xl, x : ,

r
)

= 乙 E A一f (t)(1一
e o o Z m a x :) (1一

c o sZ”刀x
:
)

肠 . 1 二1

和简支情况同样的考虑
,

可得到类似式 (3
.
4)的振动方程

.
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边界为简支情况
.

图2、4显示了各种振型的自由振动幅频关 系
.

动频率随幅值的增加而单调递增
计算结果表 明

,

网格 扁壳和网格平板的振

三个半波 (。=

.
其中

,

对应于x
, ,

碗方向都为一个全波 (阴二 n 二 2 ) 和都为
”一 3 )的振型

,

频率随幅值增加缓慢
.
比较 振 型 。二 l n “ 1 , 阴 = l , n

= 2 ,

功一 1
, n “3所对应的幅频频关系可知

,

平板的情况
.

网格扁圆柱壳的振动特征较网格扁球壳更 接 近网格
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图2 网格扁球壳自由振动幅颇关系
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图4 网格平板自由振动幅颇关系
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方向皆为一个半波) 的情况下受迫振动频

率计算结果如图 5
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6 所示
.
计算预示

,

网格扁壳和

网格平板振动时有跳跃现象产生
.
图中实线代表结

构的稳定 振动
,

虚线表征非稳定振动
,
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点
。

g
! 一 O所代表的

曲线是结构非线性自由振 动曲线
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