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摘 要

本文采用标量李雅普诺夫函数的方法
,

研究了一个三维离散型
〕

不病数学模型的解的稳 定 性
�

同时给出了稳定域的参数估计
,

并从理论上解释了这个模型沟合理性
�

关扭润 淋病 离散数学模型 参数估计 稳足域

一
、

引 言

淋病是一种传染病
,

最近几年来
,

由各种原因
,

此病传播较广
,

得病人数急增
�

为此
,

若能建立合理的淋病模型
,

从理论上进行研 究乃是十分必要
�

文 〔�〕建立 了一个二维的淋病

数学模型
,

并作了简要的讨论
�

本文研究了一个三维离散型淋病模型的解的稳定性
�

考虑三个不同的人群
,

我 们假定一个种群的受传染者不仅能把疾病传染给 同 一 种群的

人
,

而且还能传染给其它种群的易感者
�

我们还假设病人恢复健康是可能的
,

但他没有免疫

力
,

且人 口是一个常数
�

用为表示种群的�
‘
被感染率

,

则 �一 � ‘ 是易感染率
,

一个简单
、

合

理的离散型模型是
� ,
�� � ��� �� 一 �

,

��
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��
�

�� 改写成

� �� � 一�� 月义���� ��
�
����

其中

� , �
�

鹿二 �
, � , � , � ,

·

… 为了方便
,

把
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我 们采用标量李雅 普诺夫函数的方法研究系统 ��
�

�� 的零解的稳定性
,

但是我们改变了习惯

的分析增量△
。 � �� � � �� 一州旬的做法

,

而是采用�� 汽十 �� 与
。
��� 的关系来研究 ��

�

�� 的零解

的稳定性
,

这样显得更为简单
、

方便
�

二
、

引 理

为了研 究系统 ��
�

��
,

我们先证明几条引理
�

定义 设 � � �
� ‘,
�
。 二 。 ,

� � ��
‘,
�
。 、 。 �

若它们所有元素都满足
� ‘,
》�

‘, �‘
,

�� �
, � ,

…
, �
�

,

则称矩阵� 不小于矩阵 �
,

记作 � � �
,

特另��地
,

若 � 的每一个元素 内 ,》�
,

则称月为非负矩

阵
,

记 � 》 �
�

引理 � 若 � � �
,

且� �� � ��与 , �� � ��分别是差 分方程

� �� � ��《� �
 左)

, , ( k + l ) = B 夕(k ) (2
.
1)

的解
,

又x( 0) 二州0)
,

则对于任意的k= O
,

l
,

2.
二 ,

都有
x
(k + 1)《夕(存+ l)

证明 设
x (k + 1)= B

x
(k )一

u 。
(
2

.

2
)

显然
, 。,

> 0
,

由[2〕知 (2
.
1)的解可表为

夕(k +
1
) = B k

+ ‘, ( o ) = B 专+ ’x
(
o
)

而方程(2
.
2)的解可表为

x (儿+ l )B
‘ + ‘

x
(
0
)
一 乙B

k一 ‘u ‘
二 夕 (k + l ) 一 乙 B

七 一 ‘u ‘

、.了
nJ

.
9�

了.、

由于B》o
, 。‘

> o
,

所以x (k + 1)簇夕(k + l )
.

引理2 若系统
x
(k + 一) = A x (壳)

的所有解当寿, co 时有x (左+ l) 、 0
,

则系统 (2
.
3 )的零解渐近稳定

.

口

证明 由于x( 0) 可 以任意选取
,

(
2

.

3
) 的所有解都可表示为

x (寿+ 一
)
二 A x (k ) = A

kx
(0 )垒少又众)

x
( O )

因为lim x伪+ 1)= o
,

故必存在M > o
,

使得 1]中 (几) 11《M
,

( V 左= o
,

1
,

2
,

…)
.
则 lx (k + x) .

《 {}中 (k) 1 l
x
(0) {}《M {}x (0) {{

,

V
。
> 0

,

日d = s / M
,

当 {】x (0 ) {{< j 时
,

M 卜 (0) 1<
B . 于是 引理得证

.

引理 3 设
r
是非负矩阵A = (

a:,
)

。 , 。

的极大特征根 (即模为最大
,

都 有 lx (左+ 1 ) l(

口

且为 正的特征根) 则

r
《 m ax 乙

a‘,
1〔 云( ” , = -

证明 见文【3〕
.

三
、

零 解 的 稳 定 性

现在我 们研究系统 (1
.
1)

x (k + l) = 月火 ( k ) + f (
x
(在) ) (3

.
1 )
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的零解的稳定性
.
设 , = m a x {

a ‘ , c ‘, ‘= l ,
2

,
3

}

,
D

:
0

(

x ‘
( k ) 簇 1(i二 1

,
2

,
3 ;

k = o
,

l
,

2
,

…)
.
则

f
‘
在D 上满足

:

}f
.
(x
l
(k)

,
x

Z

(
k )

,
x

3

( 儿川《 , (
x ,

( k ) + x :
( k ) + x :

( k ) ) ( i = l ,
2

,
3

)

其中 刀是与儿无关的正常数
.

令
。 ,

( k ) = 义全(k)
, 。 2

( k )
= x 委(k)

, 。3

( k )
= 尤彗(k )

,

则

”;
( k +

1
) =

x 之(掩+ 1 ) = [ ( 1 一 b
l
)x
;
(秃) +

alx Z
(k) +

c, x 3
( k )

一 (
a :x :

(k )
x :
(k ) +

c ;x ;
(寿)
x:
(k ))]

2

《〔(一b
,

)
x l

( k ) + a l x :

( k )
+ c l 火3

(掩) + 粉(
x l
(几) +

x Z
(儿) +

x 3
(k ) )〕

2

= [(l + 叮一 b
,

)
x l

( k ) + (
a ;

+ 叮)
x Z
(掩) + (

c, + 刃)x
。

(
k
) 〕

“

= [ (
l + , 一 b l)

2二
全(k)+ (

a;+ , )
“x 孟(k ) + (

c;+ 叮)
“x 委(k )

+ : (l + , 一。1)斌
一

瓦丁
一

二粤一 (
a ;+ , )

二1
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八扩 “1 1
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!
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)
“
x
f (
吞) + (
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c ;+ 叮)
2、
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“
h
: : x 尹(k)

+ (
a , + 。)

2 一

户
一

x

委(。) + (1+ 。一 。
,

)

2
、, 2二
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。, + 。)

2 。‘ 二
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, ‘1 1
, 杏 1 2

+
(
一 + 。)

2
“1
3/ , (“) + ‘一 + 。,

“
一

从
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2
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2
)
X
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“

(
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2

(
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2
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2

(
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2

(
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从
3
)
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:
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2
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2
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从
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+
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+ 。)
2

(

l +
户
+、33

)
。2

(、)
、 a 3 l l



心 金 均

+ “+卜“
:
,
“

(

‘+

众
+
心)

一(“)

考虑辅助方程组

口萝(k + 一) = ( l + 刀一 b
:
)
“

(
1 + h

, 1 + h
; :

)
。
r (秃) + (

a;+ 叮)
“

.

(

1 +

子一 + 、
:3

、
口全(。) + (

: : + , )
“

(

; +
,
‘一 + 一、,-

、
‘ ’

h

一l ”
’
‘3

1

一 沼 、
‘

”
’ 、一 ‘ ’ ‘

, 产

、” h一:
‘

h
1 5

。
: ( k +

1
)
=

(
a :

+ 冲)
么
(
1 + h

: :
+ h

: :
)
。萝(k ) + (l + , 一 b

z
)
“

.

(

; +

一
+、:.、。: (。) + (。: + 。)

‘

(

, + 、七+洁
-

、
‘ ’

h

: l ”
’ 芯 .

1

一 ’ 、
‘’ , ’ 、一 乙 ’ ‘

, ,

、“ h::
‘

h
: a

)

”’‘吞,

)

”’‘k , ( 3
.
2)

”梦(k+ l)= (a
3 + , )

2
( l + h s: + h s:

)
口全(为) + (

c3+ , )
2

·

(

1 +

一

寻一
+ *3:、

。
: (。) + (l+ 。一。

:
)

,

(

1 + 、七+
一

甚
一

、
。
: ( * )

,’吕1 , 、 r’s z “习s ,

若非负矩阵

(1 + 粉一 b ;)
2
( 1 + h

l: + 人;
:
)

,

(

a :
+ , )

“

(
l + h

: , + h
Z :

)

,

(

·:
+ , )

2

(

1 +

命
+“13

)

,

(
1 + , 一“2)

’

(

l +

命
+‘::

)

,

(

a 3
+ 。)

,

(
l + 、

:,
+ *

: 2

)

,

(

c 3
+ , )

‘

(

l +
一

六+*
3。
、

,

、 “3 1 1

‘..盈

l

l
ee
.

!

1
.从

一一
B

‘一 + “,
2

(
‘+

从
2+ 、

:

:

)

-

‘一 + ”,
“

(

‘+ *

:

2 + 。

:

3

)

“+ 卜“
3
,
’

(

, + 、

:

2
+ 、

:

3

)

.

的极大特征根
r< l时

,

则系统 (3
.
3) 的零解是渐近稳定的

〔约
.
故有

lim v萝(寿)二 o
,

l i m
v 萝(儿) = o

,

l i m
。梦(k )二

今- 争 以〕 七一卜。

由引理 1知 :

‘

九
‘

纪
‘

左.1
;
.3

口口V簇簇减k
J
左
宁

左”口V
一一一一一一

‘

介‘伟
.
左

XXX

故有lim
x贾(k)二 o

,

1 i m
x

; ( k ) =

七~争 C减〕

o
,

1 i m

x 璧(寿) = o

于是根据引理 2 知 系统 (3
.
1) 的零解是渐近稳定的

.
这样我们得到下面的

定理 若存在正常数 价
,

( f
,

j
= 1

,
2

,
3

)

,

使得B 的极大特征根
r< l

,

则系统 (3
.
1) 的零解

是渐近稳定的
.

在定理中
,

选取不同的爪
, ,

就可得到 系统 (3
.
1) 的不同的稳定域

,

并且可以利用多元函

数求极值的方法
,

去确定 从
,
的值

,

使得系统 (3
.
1) 的 参数

a ‘,

b
‘, c ‘ 的稳定域最大

.
这也是

我们引进参数h
‘,的 目的

.
现在我 们令
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1
)
2
(l+ *
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a l + 。)
2

(

1 +
一

*

井
+“13

)

+ ‘一 + : ,
‘

(

, + *

:

:
+ 。

:

3

)

, :
一 (
a :+ , )

“

(
1 + 、

:; + 、
22
) + ( , + 。一。

2
)
2

(
l + 。‘ + 、

2。

、
、 , ‘2 1 1

(
3

.

3
)

+ ‘一 + “,
’

(

‘+

从
2+ 、

:

:

)

, 3一 (
a 3 + 。)

2
(l + 、

3;+ 、
3:
) + (

c 3 + 。)
“

(

1 +
: ‘ + 、

33

、 , ‘3 1

+ “+ “一“
3
,
’

(

‘+ 、

:

2 + 、

:

3

)

当

m ax {甲一
, 甲: , 甲3} < 1

时
,

根据 引理3
,

就有定理中的
r< l

,

就会保证系统 (3
.
1) 的零解渐近稳定

.
把切

; , 沪2 , 甲3分别

看作是相应 的参数h
‘,
的多元函数

,

利用求极值的方法
,

我 们得到

当 h一l =

时切1取得极小值
:

a一+ 叮
l + 叮一 b l

h z
Z

c 一+ 叮

l + 刁一 b l
h 一

。
c l

+ 粉

a z + 亏

甲;m , 。
=

(
1 + 3 粉+ a ;一 b l + c l)

“

一一一一

甘

九
‘

九当 h:l=
l + 夕一 b :

a : + 呀

cZ + 刀

a Z + 叮

c Z + 刁

l + 冲一 b
:

时
, 切:取得极小值

:

甲Zm :。 = (
l + 3 叮+ a : 一 b : + e

:
)
2

当 h3:=
cs+ 叮
a 3 + 刀

h s:=
l + 叮一 b s

a s + 刀

1 + 刁一 b
s

c s + 口

时
, 甲3取得极小值

:

甲3m :。 =
(
1 + 3 粉+ a 。一 b

3
+ e

3
)
2

此时 (3
.
3)的右端关于参数

a‘ ,
b
‘ , “ (泣一 1

,
2

,
3

) 可取得最大的变 化域
.

因为 m ax (甲
; , 甲2 , 甲:) < 1 ,

等价于m ax (以诚
,

斌瓦
,

以瓦)< 1
,

所以我们得到下面的

推论 1 如果系统 (3
.
1) 满足

m ax (l+ 3刃+
a ; 一 b , + c l ,

l + 3 粉+ a :一 b
: + c: ,

1 + 3 口+ a , 一b
: + c: ) < 1

时
,

则 (3
.
1) 的零解是渐近稳定的

.

从推论 1
,

可 以看出
,

参数 b
‘应尽量地接近于 1

,

而 内
, c ‘

要尽量地小一些
,

才能确保

(3
.
1) 的零解是渐近稳定

.
事实上

,

这是符合实际情况的
.
因为b

‘越接近于 l
,

说明被感染者

极少
,

当 b‘”1 时
,

感染者 几乎绝迹
.
当 价

, “ 越小时
,

感染者对易受感染者 的影响越小
,

当af o o
, c ‘、o时

,

这说明易受感染者 几乎不受感染
,

这当然是传染病趋于消灭
.

推论 2 当爪 , =
i(

i
,

j
二 1 ,

2
,

3
) 时

,

使得矩阵

(1 + 刀一 b ,
)

2

(
a : + 叮)

’

(
c , + 刃)

z

B ~ 3 (
a : + 叮)

2
( 1 + 粉一 b

:
)
“

(
c Z

+ 叮)
2

(a
3 + 刀)

“

(
c 3

+ , )
“

(
一+ 刀一 b

s
)
2
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的极大特征根
r< l

,

则 系统 (3
.
1)的零解渐近稳定

.
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