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摘 要

本文在基本假设的前题下
,

分析了矩形网格离散结构 :j{] 变形以及变形量与囚 力之间的本 构 关

系
.

在此基础上
,

通过建立等效模型
,

运用虚功原理推导出网格扁壳的非线性基本控制方程 与 边

界条件
.

关锐词 矩形网格扁壳 非线性 等效 初始几何缺陷

由杆系组成的空 间网格结构
,

由于其空 间刚度大
、

受力 合理等力学特点
,

造型新颖
、

美

观等结构特点
,

以及低成本
、

轻质省材
、

易于包装
、

运输
、

安装等经济特点
,

多年来尤其是

近三十年来在机械
、

建筑
、

航空航天等 须域获得了越来
i

逃广泛的应用
.

对网格结构进行分析基本上有两大途径
,

即离散化方法和等效连续化方法
.

由于网格结

构是一种离散结构
,

运用离散分析法更直接
,

包括 常使用的差分法和有限元法
「‘二〔“二 ,

还有对

周期性网格结构进行分析时所采用的有限元 与转换矩阵相结合的方法
一

3 二二‘二或精确刚 度 表 示

法
〔“二一〔’二,

另外有一种离散场分析方法
8二 ,

即先 对网格结沟建立特征节点的差分方 程
,

然 后

直接求解或者采用级数展开 将差分方 程转化为微分方程来分析
.

一般来说
,

运用有限元
、

差

分等离散化方法直接求解
,

将有较高的计算精支
.

然而
,

对于比较复杂的网格结构
,

尤其是

网格分布稠密
、

节点数 目大的情况
,

利用上述离散化方法进行分析
,

将是一 件耗时费力的大

工程
,

并且对于研究结构的稳定 ()t 弓曲
、

后屈 曲)
、

振动和进行非线性探讨
,

其繁复的程度

不言而喻
.

针对这一点
,

等效连续化方法的采用将使问题的处理 变得相对 简单
,

尤其对于预

测结构的失稳临界载荷
、

结沟振动频率等是十分有效 的
.

利用等效连续化方法关健在 于等效模型的选择
.

合理选择与离散结构等效的 连 续 化 模

型
,

基于两个角度
,

即两种结构的应力应变关系角度和能量角度
互。一

下‘名二.

本文通过直接分析

矩形网格扁壳的变形和 内力
,

建立等效模型
,

利用虚功原理推导得到了用于该类网格结构非

线性分析的大挠度基本方程和边界条 件
.

同时
,

考虑 了结构存在初始几何缺陷的情况
.
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一 其 太 假 宁
一

、 仁习亡】 , . , 二 洲尸、 ,
,

呜.

考虑一肋条 (离散梁单元 ) 双向布置的矩形网格扁壳
.

壳的中面由两个方向肋条截 面的

中心点组成
,

其底面 如图 1 (a) 所示
. x , ,

从方

向的肋条长度分另lJ为L
: ,

L , .

杨氏模量
、

截面

积
、

惯性矩
、

曲率分别为 E l ,

A : ,

1 1 ,

I , 。 ,

K ; 和E
Z ,

A
Z ,

1
2 ,

1
2 。 ,

K
: .

为了便于分析
,

引入五个基本假定
:

(l)

网格分布很稠密
,

即保证长度 L ,
(L

:

) 远小 于

底面尺寸 ;

( 2 ) 肋条截面特征尺寸远小于L
,

(L
:

)
,

每根肋条可当作细长曲梁来处理
;

( 3 ) 肋条之 间的连接弹性固结
,

忽略节

点的转动
,

C
:

(几何)

CC 二 C C
:

(力)+ e C
:

(几何)

) 忽略材料的泊松比对肋条横向弯曲
、

扭动和轴向变形的影响
;

) 结构表面形状为 扁壳
,

分析时可运用已有的扁壳性质
,

并采用 K irc h h o ff
一

L o v

假设
.

三
、

网格扁壳内力
、

变形分析与等效连续模型

如图 2 所示
,

从网格扁壳结构中取出一典型单元框架
,

肋条截面上的轴 向力
、

剪力
、

横

向剪力
、

弯 矩和扭矩分别为N
,
(N

Z

)
,

N 1 2

(N
Z ,
)

,

Q ,
(Q

:

)
,

M
, (M

Z

)
,

M
1 2 (

2 , )
.

根据肋条正交布置
,

在 网壳中面上正交曲

线坐标系 (a
,

刀
,

v) 下
,

结构变形的三个位

移分量为
“; , “ :

及挠度 叨
.

扁壳中面各点 由于

挠度 切 其曲率和扭率的改变可写 成如下

X 。
= 一 功

, 1 1 , X 声= 一 功
, 2 2 , X

。
夕- 一切 1 2

(3
.

1 )

式中
,

( )
, , 和 ( )

, :

分别表示对
x l ,

戈的偏微分
.

圈 2

基于假定 (4 )
,

弯矩
、

扭矩和轴向力可表示 成

M
I = E xl zX

。 ,

M
Z
= E

Z
I

: X ,

竺
’“

寸
‘

:
’z

‘
, ,

长
“1

寸
2

:
“X

“
,

}
止v 一二乙 l月1己 a , 2 v Z

= 乙
2
直

之￡尹 /

(3
.

2 )

这里
, 。。 ,

勺 为轴向应变
,

G ‘J ‘
(‘一 l , 2 )为扭转刚度

.

考虑变形肋条自身的平衡可知
,

剪力 由三部分构 成
,

其一为网壳切平面内的纯剪力
,

其

二为弯矩的影响
,

其三为扭矩的影响
,

即
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N 1 2一

鑫
N ;,

’

}
万

2 1一

鑫
·‘,

)

!
(3

.

3 )

式 中

N f圣
) = M

l :
(K

, 一 x
。

)
,

N 盖矛
’~ M

Z , (K
Z一 X , )

,

N f呈
, = M

IX 。 声

= M
ZX

。
声

(3
.

4 )
N ;

两纯剪力 N {;
, 和 N 列

’之 间的关系可 由面内弯曲平衡 (如图 3 (a) 所示) 得到

N {

利用式 (3

委〕 Ll

{ 》 一 L
Z

可 以从式 (3
.

3 )
,

(3
.

4 )得到一恒等式
.

1 3
.

5 )

N十LN I毛) N {
一二~ + 一
乙 l

侧.s)些岛

厅 ({ ) N { {
沂二 十
L.

‘

+ N

L ]

N
2 1

L
:

N {{ 、十 N {l

L
2

N {;
十

) + N {

L
;

二夕
2 , 一刀

: :

(K
Z 一 X , ) 一刀

Z X
。

, + 刀
、2

(K
, 一 X 。

) + 刃
, X

。
,

即有 习t : 一夕
2 , + 刃

2 1
(K

: 一 x , )一刃
1 2 (K ; 一 x 口

) + (M
: 一卫

,
)X

。
, = o (3

.

6 a )

式 中
,

习, : (习
2 , )

,

刃
2 1 (刃

, 2

)
,

M 飞(刃
2

) 为单位长度的剪力
、

扭矩和弯矩
.

式 (3
.

6a ) 即为非

线性平衡方程中的第六个关系式 (对 下方向的力矩平衡式 )
.

特别地
,

对于小变形情况
,

上

式将退化为熟知的恒等式

习, : 一夕
2 : + 刀

: I

K
: 一刃 1 ZK

I
= o (3

.

6 b )

现在我们分析网壳单元面内剪切变形
.

如图 3 所示
,

剪切变形由纯剪力 (N 留
,

N 卯 )
,

两个平衡力系〔畔
) ,

缎到
:

2 ,

侧 :
,

性
: ’ : 1

、和〔川 :
,

丝价
:

2 ,

心
、 乙 ‘ / 、 乙

三部分面内弯曲变形引起
,

亦即

N }矛)
,

~

一- 二二
一乙

1

艺

v 。
, 二 E

v
二髻

—附

{~

丈户岭
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利用假设 (2 )和 (3 )
,

变形后节点处两条切线仍成直角
,

节点为反弯点
,

我们由此导出剪

应变
v

粼

厅 {生
)L 圣

1ZE ll l。

{ ) L :

2 E

_

N (
十 三

0

L

,

粼一

, ,

二罗=
N {孟, L ;
2 4 E l l 一

。

N I{
2 4 E

2
I

2 。

弓育

运用式 (3
.

5 )
,

N {里
’L 全 N I{

)L 圣
2 4 E ll l 。 2 4E

2
I

2 。

总剪应变为

梦a
尹-

N I生
’
岛

l 2

L
2

E
1
1 1。

L
l 、

十 。 于 , 一
几 2 1 2 0 /

L 盆
2 4 E z ll

。 [N f羞
, + N f是

, 〕

L 全
2 4 E

2
I
2 。 [N 歹}

’+ N 麦{’」 (3 7 )

接下来考虑等效模型
.

微元休中单位长度

的内力显示在图 4 中
.

由于 壳的扁平性
,

可以近似认为

N
。 , ~ N ,

。 ,

M
。 , 二M ,

。

根据基本假设 (1 )
,

建立网壳和等效连续

体 壳的内力关系
厂’。二产‘5 〕

、.

l
r
j

leeweeses/
N

, 1 、

十
一 于二

-

.
乙 2 /

叽岛
/‘.、
、

l一9�

( 3
.

8 )

(绘
, 2 +

兰
‘

一一一一刀声N盯从儿q
一

岛从岛
�

�

一一一一声声声NQM纸几q[.l叭几
一一一一一一口口aNQM

采用式 ( 3
.

5) 中的平错力N
。

, 的关系
,

并运用式 ( 3
.

3 )和 ( 3
.

5 )
,

可表示出纯剪力

l 。 、 r , 、
.

、 , 。 、 ,

l
。 、 二 。 、 二 , 。 、 ,

L
,

N
,

l, 一N
。 , L

l 一安 仁N
,

盖, + N
,

全, 〕一牛 [N
,

号, + N
,

子, 1牛
’

一 “ “

一
‘

2
‘ 一

“
’ 一

“
“

Z
L 一 乙 , ’ 一

’

“
“

L
:

将下式代入式 ( 3
.

7 )
,

并且把式 ( 3
.

5) 代入式 ( 3
.

2 )
,

再利用式 ( 3
.

1) 和 (3
.

4 )
,

最后得到

连续体模型的内力与应变和挠度之 间的本构关系

L l

E 1 A
I

L
2

E Z
A

Z N ,

, 。 , = CN
。

, + C I 四
, l : + C Z田

, 2 1阴
, 一: + C

。叨
, 2 : w

, l :

田
, 1 1 = ( 3

.

9 )

田
, 2 2

=

一

命Ma

一

么屿
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tD
, 1 2 == 一百J 丁

.

忑忑
一妄二 十 福一

,

乙 1 L Z

M
。 ,

式 中 材料常数C
,
C l ,

C
Z ,

C
。

表达如下

⋯
,了

||||||||尸。 L
I
L

, I L
,

.

L
: 、

七 = 一 下丫一 . 万下一f一 十 一下于一下一 ,
l ‘ 、 乙 1 1 1 0 乙 2 1 2 0 /

C l
L IL

Z

2 4

L
,

.

1 、。
二 , ,

_

1 1
奋二一 + 一蔽犷

~

了一一 I妙 IJ I八 r + I -于下
es

万
~

一

乙 l 乙 2 1 艺。 / \ 乙 1 之 1 0

2
十 万于 万 一

乙 2 1 2 0

2

E 一I 一
。

L I 、

L
2

G
Z
J

Z

K
:

(3
.

1 0 )

C 2 L IL
:

2 4

2 L
Z

E 11 一
。

L -

C
s L 12

2 4 (瓦li1;
+ 二

2
1

2 。
L

Z

)
(G

!‘1 一E l‘1
,

)‘
G

Z
J

Z 一 E
Z
‘

2

’

至于位移与应变之间的几何关系
,

从大变形的角度 分析可以得到
已’6 二

(3
.

1 1 )

\....1、

!
:

一
。1 , 1 一 K l功 +

合(
阴

, 1

)
2

。, 一 “2 , 2 一 K
Z功 +

么‘
田

, 2

)
’

v 。
夕““I , :

+ u Z , z + 阴
, l切

, 2

考虑到与横向挠度相比
,

面内变形较小
,

关的二次项的影响
.

故上式 中忽略了与
“ , , 1 , “1 , 2 , 。2 , , , 和 。 2 , :

有

四
、

网格扁壳的非线性基本控制方程与边界条件

设扁壳单位面积上所受的外力在
a ,

刀和丫方向上的分量分别为f
。 ,

介和了
, .

边界 C C , 上

给定单位面积的外力 尸
。 ,

尸, 和 户
, , 边界 CC

Z

上给定几何 (位移 ) 边界条件 (见 图 l(b) 所

示 )

根据虚功原理
r‘7 } ,

有下式成立

{}
。N

·

“二 + N , “一 + N
·

, “二 , 一M
·
“W

, 1 1 一M
, 占?

, 2 2 一 ZM
·

, 占?
, 1 2〕“X l“X Z

(N
。 。
占u l + 刀 , 。舀。

: + 刀
,
占w )d

s

(刀
。 ,

jw
, 1 + 刀 , ,

d 。
, 2

)d
s

r.l.JQ
月

I
J

CI
一一

一

{{
(‘

·

“一 + ‘, ‘一 + ‘
, “功’“X

l“X
Z
一 “

上式 中已用到扁壳中的关系 d a d刀、 d x : d x
2 .

将式 (3
.

1 1) 代入上式
,

运用分部积分和格

林定理
,

最后可得到
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(N
。 , 1 + N

。
,

, :
+ f

。

)占
。、d x ld x Z仃日�D

(N
。

,
, 1 + N ,

, : + f , )占“
Z
d x ld x Z

[M
。 , 1 1 + ZM

。
,

, 1 2 + M ,
, 2 2

+ (w
, ; N

。

+ 田
, Z
N

。 , )
, l

叮日�D叮日�D
十+

+ (田
, IN

。
, + 。

, Z

N ,
)

, :
+ N

。

K
, + N , K

:
+ f

,

」乙。d x ,
d x :

{
(N一

刃二 ) 占一“一 {
‘N 刀

一’ 夕
·

, j一d ·

C l C l

一

{
〔(M

· , 1 + M
·

,
, 2

)‘+ (M
。

,
, 1 + M ,

, 2

) tn + 。
, 1、

。 : + 功
, 2
、 , 。

C i

+ M
。 , , 。 一 (刃

, + 刀
。 。 , 。

)〕d o d s

(M
,

一刃
,

) 6切
, 。

d s = o!
Q

+

式 中
,

巳记 (
)

, ,

一

景
( )

, 功
,

一会
,

且有

N
。 。
二 N

o
l + N

。
, 阴 ,

N ,
。

= N
。 , l + N , 阴

M
。

= M
。
l
’ + ZM

。
, l阴 + M , 阴 2

M
, ,

- 一 (M
。

一M , ) l。 + M
。

, (1
2 一。 2

)

( , 二
,

刃 , · ,

了
,

) 一

{
(‘

· ,

‘, ,

‘
·

) d :

(、
。 。 ,

, ,
。

)一

{
(‘

·

;
, ,

‘, ,
,

, 〔‘:

刃
”

= 刃
。 ,

l+ 万 ,
。

优 ,

万
, 、

- 一刃
。 。

阴十 刀 , ,

l

由于 d“: ,

d“
: ,

d w的任意性
,

我们得到平衡方私
‘

jv
o , : + 刃

。 e ,
, + f

。

一 。 、

zv
。

,
, 1 + jV ,

, : + j , 二 O 礼

M
。 , , 1 + ZM

。
,

, , : + M ,
, 2 2 + N

。

(。
, 1 , + K ,

) + ZN
。

, 二
, 1 2

+ N , (功
, 2 : + K

:
) 一 f

。

。
, , 一 f , w

, : + f
,
= o

式 (4
.

I c ) 已用到 ( 4 一 a , b )
.

C I上力边界条件为

N
。 。 = 刀

。 。

N , ,

= 刃 ,
,

( 4
.

l a ,

b
, e )

(M
。 , 1 + M

。
,

, 2
) l+ (M

。
,

, , + M ,
, 2

)。 + 、
, I N

。 。

+ 切
, :
N ,

,

+ M
。 : , :

== 刀
, + 刃

。 , , ,

M
。

C
Z

上几何 (位移)

= 刀
。

边界条件为

“ z = 丽1 5 “2 = 万: , 甜= 勿 ,

将式 ( 3 一 )和 ( 3
.

1 1 )代入 ( 4
.

la , b

LV
一”

= W 一

,

c) 可得到用位移分量表达的平衡方程

(4
.

2 )
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, ‘, + 乙 L切
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,
” 一 七 , 田
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这样
,
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进一步
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,

从上式得到用 二 和 功表示的协调方程
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这里我们再考虑具有几何缺陷的网格壳结构
.
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总 结

本文对矩形网格扁壳的内功和变形进行了分析
.

采用等效连续体模型
,

建立了这类结构

的几何非线性理论
.

这种离散结构的力学特性
,

尤其是宏观特性可通过关系式 (4
.

3 )
、

(4
.

5).
和 (4

.

6 )及其解来表征
.

从方程式 (4
.

5 )和 (4
.

6 )看出
,

它们是 v o n K ar m a n 型大挠度方程
.

与网格扁壳等效的

模型实际上是一个各向异性扁壳
.

曲率决定了整个结构的表面形状
.

特别地
,

对于零曲率情

况 K
l一K

: = 。,

网格壳变为网格平板
.

致谢 作者衷心感谢钱伟长教授对本文工作的支持和指导
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