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摘 要

本文对两种情况导出了描述粘塑性流体在旋转国盘上流动的基本方程
.

分别用摄动方法和数

值方法得到了方程的解
.

这就有可能去计算薄膜的厚度分布
.

经计算发现有两种类型的 厚 度 分

布
.

对于粘度和屈服应力都与径向坐标
r
无关的粘塑性流体

,

厚度h随
r
的增加而减小

.

对 于粘

度和屈服应力都是时间和
r
的函数的B in g h a m 流体

,

厚度h随 , 的增加而增加
.

关 . 词 旋转圆盘上的流动 粘塑性流体 薄膜厚度分布
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在许多工业部门需要在丧面涂上一层薄膜
,

而旋转甩涂是一种简单而广泛使用的技术
.

在表面涂上一层流体
,

再高速旋转 ~ 个很短的时 间
,

可以得到一个光滑而均匀一致的薄膜
.
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分别 研 究 了 牛 顿 流 体
,

幂 律 流 体 和

B in g h a m 流体在旋转圆盘上的流动
.

本文考虑 (i) 稀悬浮液体
,

我们认为它是 粘度 随 时

间变化的粘塑性流体和 (2) 浓悬浮液体
,

我们认为它是 粘度和屈服应力都随时间和 径向坐

标变化的B in g h a m 流体在旋转 圆盘上的流动
.

二
、

运动方程
,

连续方程和本构方程

我们选择柱坐标系仕
,
0

,

幻
,

坐标原点选在圆盘的中心
.

假定速度的物理分量是
:

” ,
= . , 。。 = 护口

, 。: = 叨 (2
.

1)

其 中 口是圆盘的角速度
,

是一常数
.

我们引进下列无量纲量
:

r = 尹/
a , : = 万/ h

。 , t = (h
o

/
a
)口忑

;

u = . / h
。
习 , 。 = a 勿 / h丢口

.

(2
.

2 )

这里
a
是 圆盘 的半径

,
h
。

是在尹一 a
处的薄膜初始厚度

,

并且h
。

/a 《 1
.

全部无量纲量是同

一量级
.

若是时间
.

假定流动是轴对称的 润/洲 = 0)
,

则运动方程是

·
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其 中 p 是密度
,

尸是标量
,

几
, 是应力张量的物理分量

.

兀
,
的量级 由本构方程决定

.

无量纲化的连续方程是

l 口(r “)
.

口叨

一 —孔 生 十 一不二 二 U
r C, r U 子

(2
.

4 )

其边界条件是
,

(l) 在圆盘上无滑移

在
2 一 。处

, “ = 切 二 o

( 2 ) 在自由表面
,

剪切应力为零

即在
: = h = 万/ h

。

处
,

T
‘, = o

(2
.
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这里 万是任何时间 忍
,

不同位置 护

粘塑性流体的本构方程是
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这里 K (

; , t)是模量指数
, n 是幂律指数

, 云 , = 于
。

(r ,
t)是屈服述乙力

.
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张量的物理分量
.

由方程 (2
.

1) 我们可以得到 A ‘,
的表达式如下

:
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三
、

薄膜厚度的微分方程

在我们的实际问题中
,

A
, ,

/ A
r :

二 h
。

/a 《 1
.

方程 (2
.

5) 中的 A
, :

分 量包括两项
,

第一项比第二项小 (h
。

/ a)
2

的量级
,

故可以忽略
.

A
r :

二口口u / 口z
(3 一)

而
, , ,

A e , ,

都 比A
, :

小h0 /a 的量级
,

在我们的计算中都可以忽略
,

近 似 于 零
.

由本 构方程

(2
.

劝可知
,

T
, :

与T
, , ,

T , , ,
T

: :

的量级比较和 A
, .

与A
, , ,

A 。, ,
A

: :

的量级比较是相同的
.

所
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以 T
r , ,

T e。 ,
T

: :

在我们的计算中都可以忽略
,

只剩下 T
f : .

于是
,

本构方程 (2
.

7) 可 简化

为

T
, : 二 于。

(r
,
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其中 s g n 归
。 / 口z) = 十 1或 一 l ,

符号和口
u / 口:

的符号相同
.

运动方程 (2
.

3 )可 以简化为

一 p a h
o
口

2 : = 口T
f :

/ 口二 (3
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3 )

从方程 (3
.

3 )我们可以看到
,

由于离心力而产生的运动是离心力和粘性力的平衡
.

这一

运 动是 由一个在
犷
方向的剪切运动加上一个在 e 方向的刚体旋转运动组成

.

将屈服应力无量纲化
T , ~ 于

:

/ K 刃
” ,

方程 (3
.

2 )和 (3
.

3) 以及边界条件(2
.

5 )和 (2
.
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是初始模量指数 , 省是液体状态和

固体状态的交界面
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因为蜜不能是负的
,

故流动区域被限制在
r里 r , ,

这里

r , 一 丁 ,

/ R e h (3
.
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为了决定在任何 时间 t 的薄膜厚度 h
,

在任何固定点
了
对连续方程 (2

.

4 )从0到h积分
,

也

就是
,

我们对于
z 从 z = 。到 z 一 h 积分

:
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目 的表达式方程 (3
.

4 ) 代入方程 (3
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,

经过一些计算
,

可得下述二种
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情况下的薄膜厚度的微分方程
:

情况 1 稀悬浮液体
,

即 : 模量指数 K (r
,

t) 一 K (t )
,

屈服应力
T ,

(r
,

t) 二常数的粘塑性

流体 的情况
,
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情况 2 浓悬浮液体
,

即 :
模量指数 K (

: ,
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。

( l

: ,
(
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,
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是
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,
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摄动解和数值解

方程 (3
.

1 1) 是非线侣的一阶偏微分方程
,

我们用摄动方法求其近似解
.

选 T ,
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,

由方程 (3
.

6 )可知 : ,
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2
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,
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.
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,
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:
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,
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的实验数据相符
,
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在方程 (3
.

12 )中
,

当f0 00 时
,

在一般情况下
, : ,

(
r ,

t) 、 co
,

不是小量
,

不能用摄动法
,

数值解是需要的
.

用特征线方法解一阶偏微分方程 (3
.

1 2 )
,

也就是
,

用下 列 两个常微分方

程代替偏微分方程 (3
.

1 2 )如下
:
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K u 计a 法数值解上述常微分方程组 (4
.

5 )和 (4
.
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.

为了对摄动解 (4
.

1 )
,

(4
.

2 )和 (4
.
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,
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.

6 )的数值解相互
l

校验
,

本文计算了 B in g h a m

流体 (n = 1 )
, : ,

/ R 。 = 0
.

05 是一常数小量的情况
,

计算结果见表 1
.

摄动解和 数值解二者符

合得很好
.

衰 1 攘动解和傲值解的比较

h 数值解 人摄动解

0
.

000 0

1
.

2 弓6 0

2
.

5 1 2 0

3
.
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.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.

2 7 1 8 2 3

0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.
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0
.

3 2 89弓O

0
.
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0
.

2 8 7 6 1 6

0
.

2 7 1 9 4 8

0
.

2弓8 5 4 4

五
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计算结果和讨论

本文对情况 1 和情况 2 分别作了计算
,

为了便于比较
,

计算中采用了相同的参数值
.

情

况 l 中的模量指数K (t) 一 K
。 e x p (aQ / ho t)

, n 一 。
.

9
.

情况 2 中的屈服应力
r , = ‘。

(d + r )e x P (
a a / h

。

)t

取 d 二 0
.

2
.

圆盘半径
, a 二 Z O e m

,

薄膜初始 厚度
,

h
。= 2 0产m

, a = h
。

/ a ,

初 始 模 量 指 数

K
。二 1

.

29 ,/c m “
ec

Z 一 ” ,

密度p = 1
.

2 9 / Cm
3 ,

薄膜的初始厚度分布 h
。

(‘ ) = 1
.

圆盘的角 速

度口 = 3 0 0 0 r p m
,

初始屈服应力
r 。= 一1 8

.

4 9 / e m o e e 2 .

计算结果如图 1 , 2所示
.

结果表明
:

¹ 对于情况 1 ,

粘塑性流体 的涂层厚度分布是中心厚
、

外圈薄
,

有点象指数曲线
.

这种

曲线形状与 J c n c k h c 等
砚6 二
实际测量的厚度分布形状是一致的

.

对于
,

稀悬浮液体
,

我们可

以近似地认为
,

粘塑性流体的粘度和屈服应力甩涂过程中不随径向坐标
: 而变化

.

º 对于情况 2 ,

粘度和屈服应力都 随时 间和径向坐标变化的 B in g h a m 流体的涂层厚度

分布是中心薄
,

外圈厚
.

这适用于浓悬浮液体
.

这种厚度分布的形状和计算机的磁盘实际测
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图 1 对于稀悬浮液体的情况
,

在不同T值时
,

粘塑性流体的厚度作为 r 的函傲

里
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