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摘 要

讨论了n阶球形涡的 一般性质
.

找到了一族分布在同心球面上的周期轨道的代数表达式
.

讨论

了不动点的分布和流动的对称性
。

对叠加的三阶球形涡进行了数值计算
,

结果表明
:

在Poi llc ar 亡

截面上
.

伴随着岛形规则区
,

出现了不同程度的浑沌 (L
a g r a n g e

湍流) 区
,

观察到了并 分析了

规则区和浑沌区随特征参数的变化而出现的一些有趣的现象
.

关钮词 B o lt r a m i 流动 球形涡 一般性质 P oi
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r 亡截面 混沌轨道 规则岛

数值计算

一
、

引 言

B el 衍 a m i流动可在特定条件下存在于湍流流场中某一局部区域 内
,

这是 M of fa t七二
‘’
最

早提出的猜想
,

并已得到一些人的支持
二“’.

从理论上看
,

因我们已找到了始终约束在某一有

界区域之内的B el 七ra m i流动的解 (例如球形涡 )
〔“’,

而且B el 七ra m i流动满足线性方 程
尸‘’,

故很容易作无量纲化处理并使此B el tr a m i流动完全限制在流场中指定区域之 中
,

只 要 此局

部区域粘性作用很小
,

而且处于相对定常规状态
,

这类 B el tr a m i流动就确实可能存在
.

本文讨论B el tr a m i流动的一类特解
—

。阶球形涡
二5 ’

—
的一般特性

.

对三阶球形涡进

行 了数值计算
,

在其P oi n c ar 。截面上
,

发现了一些涉之规则区和浑沌 (L a g ra n g e 湍流)

区的新而有趣的现象
,
我们对它们作了相应的解释

.

二
、

n 阶球形涡的一般性质

在〔3〕中
,

我们已给出了
n
阶基本球形涡的速度场

,

此球形涡以 e 3

(凡轴向 )为极轴方向
,

A为强度
,

各层 涡球面的半径R 二R 二(
” 。
(。= l , 2 ,

⋯ )是 (n + 1 / 2 ) 阶第一类B e s s e l函数的

零点
:

J
。 + + (R )= o

.

朱照宣推荐
.
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将极轴方向为e ‘(i一 1 , 2 , 3 ,

⋯ )(为轴向 )
,

强度分别为C ‘(‘一 1 , 2 , 3 ) 的三个基 本球 形涡

的速度场叠加后
,

仍得到 B lt r a m i流动
,

且各层球形 涡面 (流面 ) 的半径均未变
,

其速度分

布 (轨道方程) 是
:

毖‘一 g (R )刃‘一 C
‘
h(R )(l一 , : )P 二(刃

‘

) + h (R )刀
‘仁C ,叮, P 二(珍

,
)

+ C 、, 。P二(叮
。

)」+ g (R )〔C
, 叮。P 二(刃

, )一 C * , , P二(刀
.
)] (2

.

2 )

其中

分~ d x ‘/ d t ,

(‘
,

j
,

k )一 (1
, 2

,

3 )
,

(2
, 3 , 1 )

,

(3
, l , 2 )

g (R )~ n
(
n + 1)R 一子 J

。 + 于 (R )兄 C :p
,

(粉‘)

‘(R , 一 R 一‘

l吴
J

! , + 、(R )一 J一 , (R ,」
q (R )= R 一 于J

。 + 于(R )

R 一 斌 又{ + 打+ 州

P
,

(刁)为第一类
。
阶 L e g e n d r e 函数

, n 一 l , 2
,

⋯ ; p 二(刃)一 d P
。

(刃)/ d 叮, J
,

(R )为
v 阶第一

类B e s s e l函数
,

X -

勺‘=
一

。 一

R

2
.

1 周期轨道

我们发现
‘
: , 阶球形涡 (2

.

1) 式有一类特殊的周期轨道族
,

它们是以上两种曲面的交截

线
:

乙 C二p
。

(。。 )~ O (2
.

2 )

n J
。 + 于 (R )一尸J

。一寸 (刀)一 o (2
.

3 )

(2
.

3 ) 式是一系歹IJ同心球面
,

(2
.

2 )式是 ”
次代数曲面 , 将 (2

.

2 ) 和 (2
.

3 ) 代入 (2
.

1)

式可以使轨道方程化简
.

2
.

2 不动点

当 n> 1时球心尸一 0总是一个不动点
,

下面讨论R > 0的不动点
.

不难证明
,

各层 涡球面

上的下动点由以下方程组决定
,

这里功
‘
三二尸二(刀

‘
) (‘一 1 , 2 , 3 )

J
。 + 于 (R ) = o (2

.

4 a )

勿
*刃‘q (R )一 刁

, h(R )」功‘+ 〔刁‘, 。 g (R ) + 刀。h(R )〕功
, 一 (l 一刀急)q (R )诱

, = o

(2
.

4 b )

而如果在涡球面 ((2
.

4 a) 式 ) 外还有其它不动点
,

则C ‘
(‘= 1 , 2 , 3 )之间必须满足特殊的关

系
,

即不动点的坐标 切
1 ,

刁: ,

叭) 除满 足 (2
.

4 b) 外
,

还需满足下面的方程
:

乙 C‘p
,

(:
‘)一 O (2

.

5 )

而且仅当口

等于 (2
.

4 b )

‘一 1

(i= 2
,

协 选特殊值使

和 (2
.

5 ) 之解 (刁l , 叮2

和各层 涡球面上满足 (2
.

4 a)
,

(2
.

4 b)

点
.

(2
.

4) 和 (2
.

5) 同时满足时
,

通过球心且方向余弦

叭 ) 的整条直线上所有点都是不动点
.

否则
,

除球心

的那些不动点外
,

别无其它不动点 , 不 动点都是鞍
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2
.

3 对称性

(一)
n 二 Zm (tn 二 1 , 2 ,

⋯ )

活(x
, , x , , x 。

)二 分‘(x
‘ , 一 x , ,

一 x 。
)= 一 分‘(一

x ‘, 一 X , , x ,
)

二 一 分‘(一 x ‘, x 了, 一 x 。
)

(二 )
, = 2 。一 l (。= l , 2 ,

⋯ )

当C ‘= 。时
,

有

(2
.

6 )

= 一分‘(x
‘,

一 x , ,

一 x 。)

~ 分,
(x

‘,
一 x , , 一 x 。

)

二 活
,

(x
‘, 一 x , ,

一 x 。
)
{ (2

.

7 )

J

卜
、矛r飞、口了、

、

三
、

三 阶 球 形 涡

将
, = 3代入以上各式 即得三阶球形涡的相应公式

,

为方便讨论计
,

我们设C ‘
(‘二 1 , 2 ,

3) 中有一为零
,

不失普遍性
,

无妨取
。= 3 ,

C l = B (0《 !B !《 1 )
,

C
Z
= o ,

C
3
= 一 (3

.

1)

当B = 0时
,

得到三阶基本球形 涡
,

它是可积系统
,

涡球 面 R = R 衬鱿内包含三族绕极轴 e 3

的

涡管 (流管 )
,

每族涡管 从大到小一层套一层
,

最里面是一条中心涡丝
.

当B 斗 。时系统 (2
.

1)

不可积
,

P oi n c a r ‘截面图上出现规则区 (岛形) 和浑沌 区 (详后 )
.

由 (2
.

2 )
,

(2
.

3 )得周期轨道方程式
:

B 雪
1

(5雪: 一 3 ) + 占
,

(5 雪璧一 3 )= 0 (3
.

2 a )

t a ll R =
3 R (一5 一 2 R

2

)
4 5 一 2 IR

Z + R
4 (3

.

Zb )

其中
雪“

x , / R
,

R = 斌 x 璧+ x 懊+ x 盆 (3
.

3 )

够
.

2 b) 的按次序第一正根是 R = 尸尖
(3 )二 4

.

9 7 3 4 2。正好在第一层涡球 面 尸筑、
) ~ 6

.

9 8 7 9 3 2

里面
.

当 !B }寺 1时
,

每一层涡球 面 (R = 尸劣g
)
(。二 1

,

2 ,

⋯”上都有14 个不动点
,

除了还有

球心 (R = 0) 外
,

再无其它不动点 , 而 当B 一 士 1时
,

通过球心各有6条直线
,

在它上面全是

不动点
,

除此之外
,

在每一层涡球面上
,

还有另外8个不动点
.

上述不动点全是双曲型 (鞍点 ) 的
.

四
、

数值计算结果和讨论

对 B = 。
.

1
,

。
.

2 , 0
.

4 , 0
.

9 , 1
.

0 及某些特征值的三阶球形涡的轨道进行了数值计 算
,

在功= o
“

和 9 0
。

两个平面上计算了相应的 P oi n c a r ‘映射图
.

有若干分散的岛形规则区
,

它对

应于涡管和它上面缠绕着的周期轨道 或准周期轨道
.

规则区被随机地散布着的且连成一片的

浑沌区所包围
,

B 值小时
,

浑沌 区也小
,

B 增大时
,

浑沌 区亦随之扩大
.

在 B 二 1即不等于零

的两个强度参数相等的临界条件下
,

出现了数量很多但面积很小的岛形区
,

包括一些很扁很

长的岛形区
,

其周围则是大片的浑沌区
,

这表明大部分流场已成为浑沌区
,

而剩下的规则区

则被扭曲
,

压扁得很厉害了
.

另外
,

只要B 寺 0 ,

在规则区附近还经常 可 看 到夹杂着一些散
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乱点子的
“

随机层
”

的存在
.

在规则区
,

涡管从大到小一层套一层
,

在 P oi n c a r 。截面上看到的是一圈套一圈
,

我们

看到各圈点子疏密明显不同
,

这反映出随着某个位置参数的改变
,

绕数也相应地变化着
,

因

而有理数
、

无理数交替出现
,

前者对应于共振轨道 (交点稀)
,

后者对应于K A M 环面上的准

周 期轨道(交点密 )
.

在各种P oi n c a r 。截面中
,

可明显地看到点子分布有某种对称性
,

规贝呕和浑沌区 都对
称地出现

,

和 (2
.

7) 式预言的情形完全一致 , 考虑到 P oi n ca r‘截面上的点子全是 用数值

计算办法一点接着另一点画出来的
,

并未利用对称性作图
,

这从一个侧面反映出我们的数值

计算的可靠性
.

在B 一 0
.

3 0 , 0
.

3 0 6 , 0
.

4 0 2 6 , 0
.

4 18 7这四种情形的功= g o
O

P o in e a r。截面上出现了如下的

图形变化
:
B 一 0

.

30 时
,

位于规则区的一条轨道在截面上形成轮廓分明的两个分开的窄长圈 ,

当 B ~ 0
.

3 0 6 时
,

这两个圈的腰部已很细
,

接近于形成四个圈
,

并且每个圈周 围都有随

机层
,

即圈的轮廓 较模糊
,

有扩大趋势 , 当B 一 0
.

4 187 时
,

上述四个圈已扩大
,

而且其周围

的随机层增厚了
.

从以上随 参数B 的变化而使轨道发生的变化中
,

可以明显地看到周期倍分

岔 (但只看到一次) 以及由锁频通向浑沌的转变过程
.

我们还发现一种有趣的现象
:

当B 、 0
.

0 54 时
,

在P oi n c ar 亡截面上本来分开的内外两层

封闭曲线 (涡管截面 ) 在一点 (三维空间的一条封闭曲线 ) 上互相内切 , 当B 继续增加时
,

这内外两层 闭环沿切点裂开溶合成为新月形的一个新的闭环
,

而本来被套在内环 内部的一些

更小的环则脱落到外面来 了
,

见 图 1
.

一

T

回
B < B

。

B 二 B
。

B > B
。

B 。

—
B 的临界值

,

T

—大涡管
,

t

—小涡管
, 二

—更小的涡管

口 1

试解释此现象如下
:

我们知道
,

B el tr a m i流动中每个涡管是由一条或数条涡丝 反复缠

绕形成的
,

T 和 t两层 涡管上的涡丝缠绕方向本来 (B < B
。

时 ) 是相反 的
,

当 B ~ B
。

时
,

T 涡

管和 t涡管内切闭曲线r 上
,

且 T 和 t两涡管上的各自的准周 期轨道 (涡丝) 和厂相交于一系列

公共点A
Z ,

A
‘ ,

A
。 ,

⋯上
,

当B ~ B
。十 。

({
。
1《 l

, 。> 0) 时
,

每条涡丝在A饰 处裂开为月
2 . 和

A 二袱 m 一 l , 2 ,

⋯ )两 个无限挨近的点
,

并重联成为同一新涡管 (其截面呈新月型) 上的两

条缠绕在一起而又不相交的两条涡丝
,

如图 2所示
,

为方便观察
,

将t涡管画到 T 涡管外面来

生Z T 漏, 圈 3 t拐,
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涡丝重联后
,

一条新涡丝是
:

‘口口口. . . 、、、 夕沪户~ ~ ~ ~
.

、
沪户目. . ~ 、、、

,

A 二A
3
A
‘

一 A
4
B

S
A ; 一A ;A

,
A

:

沪碑口口~ ~ ‘、、、
,

沪口口 . . 口 . 场、、、

一A S B
。
A 呈

。

一A

尹户口~曰~ . 、、~
,

{
。
A 1 IA 1 2

一A l :
B , 3

A 二
‘

一⋯

Po in e a r 德 截面
:价一 0

0 I
〕o in e a r 亡 截面

:
币二 9 0

“

A 二 1
,

B = O
,

C 二 O

洲

书
护味冲

.
、

杯

协
、

矛

P o in e a r 亡 截面
:劝 = 0

“

A B 二 0
.

1
.

C二 0

Po in e a r 已 截面
: 必 = 9 0

0

A ~ 1
,

召= 0
.

1
,

C = 0

Po : n e a r 己 截面
:价 = 0

。

P o in e a r 趋 截面
: 价二 9 0

“

A = 1
,

B 二 0
.

2
,

C 二 0

I
〕(l

A 二

, :l e 。 ,
·

遵 截而
: 功 _ O

口

:

1
,

B = 0
.

4
,

C 二 O

l)0 in e a r 亡

A 二 l
,

B 一

截面
;价 = 9 0

。

住4
,

C ~ O
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I
J 。, 川e a r 亡 截面

: 协一 0
。

A 二 1
,

B = 0
.

9
,

C 一 O

Po iz飞e a r 晓 截面
:
功= g 。

。

A 一 1
.

石二 0
.

9
.

C = O

Po in Ca r 己

八= 1
.

B 二

截面
:价二O

“

1
,

C 二 0

P() in e 几 r 之

月 二 1
,

]少二 1

截面
: 叻二 9 0

“

C 二 0

、.口!

/
/
/ 。0 6 :

\
, .

} 一
/
/

\
\

一
件一/

!
, o : n e a r 己 截面

:价 = 9 0
“

A 二 l
,

B 二 1
,

C 二 1

注:图中参呈A
.

刀
,

C即文中C
o

C
, ,

C
:

图 4
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另一条新涡丝是
:

洲洲‘口口 . . 、、 产沪声. . . . 、、
,

A 二A
o
A

。

一 月
。
B

7
A 二

口户户. . . . 、、、

一A 二A
o
A I 。

一
洲户口口. . . 、、

.

洲尸曰 . . ~ 肠、、
.

户产口 ~ ~ - ~ 、~
、

A , 。B 1 1刀 {
:

一A {
:
A , 。A l ; 一A

1 4
B 、。A ;

6

一 ⋯

这 两条涡丝交替缠绕在同一根合并后形成的新涡管上
,

缠绕方向同T 涡管上的原来涡丝

方向
,

这一新涡管的截面呈 新月形
.

这一特殊现象也是锁相的一种特殊形式
,

它是 当参数 B 变化时在 P oi n c ar 。截面上形成

的
。
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