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周边固支强厚度必层开口圆柱壳的精确解
’

范家让 丁克伟

�合肥工业大学� �合肥 安徽建筑工业学院�

�何福保推荐
,

����年�� 月�� 日收到�

摘 要

抛弃任何有关应力或位移模式的人为假设
,

在文献「�〕
、

【�〕的基础上
,

引入手函数
,

对周边

固支叠层开口柱壳建立其状态方程
�

给出薄的
、

中厚的和强厚的叠层开口柱壳统一的精确解
�

关� 词 周边固支叠层开口柱壳 状态方程 精确解

一 日� 全
,

、 � � 百二万

当今各家板壳理论都以一定的假设为前提
,

例如假设力学量是某一坐标变量的多项式
�

笔

者已证明各力学量的真解不可能是任何坐标变量的多项式
,

若 以多项式的假设为前提
,

必导

尸 , 侈
,

力

�� � �� �
圈� 周边固支单层� 柱宪

致方程之间的互不相容
�

这正是 当今各家理论的误差 根源
�

此类误差 将随板壳厚度增加而剧

增
,

这就使这些理论在求解强厚度板壳时全部失效
�

特别是具有非简支边的强厚度板壳
,

不

少学者认为是不可能得到精确解析解的
�

本文在文献 〔��
、

〔�〕的基础上
,

引入单位脉冲函数

�

国家自然科学基金资助项目

�� �
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和 �
一

函数
,

给 出周边固支强厚度叠层开口柱壳的精确解
�

周边固支单层开口圆柱壳的状态方程

图 ���� 所示为一周边固支正交异性圆柱壳
,

坐标轴沿弹性主方向
,

顶面受荷载 � 卜
,

��

作用
�

现将固支边变为简支边
,

并加上原固支边的反力
,

则图 ��� 和图 ���� 等价
�

引入单位脉冲函数
,

其定义为
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,
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,
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方程 ��
�

� �与常规的平衡方程相比可见
,

若把 ��
�

��式右端项设想为体积力
,

则对应的正应力

场为
� �

和 浮。 �

将应变一位移关系代入应力一应变关系
,
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记� � 刃口�
,
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,
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考虑(2
.
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,

(
2

.

5
)

,

(
2

.

6
) 三式不难 看到

,

在x~ o
,

l 处
,

几分别等于P(
。,和P(

‘, ,

且有平~ 犷

二 。, e 二。
, 甲处

,

a. 分别等于Q(
。’和Q(

, ’,

且有不= U = 0
.
剩下尚需满足的边界条件有
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U = O
,

(
2

.

7
)

厂= 0
,

根据占
一

函数的性质
,

在x = o
,

I处

在0~ 。
, 甲处

有

}

{
d (x )f (x )dx = f (o)

,

{ :
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将小函数展成余弦级数后
,

得
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,
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零
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(
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1 l e
)

方程 (2
.
9) 称为变系数非齐次状态方程

.
通过该方程能证明各力学量不能是

式
.
例如

,

若 U 二(

知犷.
”

(

r

)

,

X 二(
r
)
:

知U
. 。

(

r

)

,
a 二(

r
)

,

r
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,
a .

。

(
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,

日.
二

(

r

) 是
r
的l次多项式

,

则由 (2
.
9) 式的第2

,

(
2

.

1 l d
)

r

的 多 项

4 ,
6 三行

牙.
。

(

:

) 必为
r
的l+ 1次多项式

.
若如此

,

由同一方程的其余三行 又分别

日。
。

(

:

) 必为
:
的l十 2次多项式

,

从而 与原设矛盾
.

三
、

周边固支叠层开 口 圆柱壳的状态方程及其解

图2 (a) 是一由P层正交异性材料构成的周边 固支叠层圆柱 壳
,

壳长为l
,

壳厚为h (~
a 一 b )

.

图 2(b )是其中第]’g 放大图
.
现将第j层等分成 k, 个薄层

,

薄层 厚度为 d ,
= 六j/k

, ,

其平均半

径分别用勺
l , ‘, 2 ,

…
,

c, 。了
表示

.
现对第一个薄层建立其状态方程

.
因r在薄层 内变化不大

,

若以 cj
,
代替矩阵 (2

.10) 中的变量
, 当不会引起较大的误差

,

于是 由 (2
.
9)式得其状态方程为

(a)

图2 周边固支. 层日柱壳
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若叠层壳每层都很薄
,

只需以每层平均半径代替矩阵 (2
.
10) 中

r
而不必再分割

.
若某些
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,
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.
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,
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,

要
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,
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, 1

(
a , ,

)
+ G

, :

(
一 d ,

) C
, ;

(
一d ,

)
+ C

, :

(
一 d ,

)

依次类推
,

最 后可把第k ,个薄层下表面力学量和第一个薄层上表面力学量用下式联结起来
:

R j‘,
( b

,
) = E i ‘, R

, :
(
a , 1

)
+ 万i‘,

(
3 一o )

式中

E i吞, ~ G z 掩, G i
,

吞, -

一G
, :

G
, 1

万s*, 一G s;, ( G s
,

。, 一 ; …G , Z
C

, ; + G z
,

; , 一 l …G , 3
C

, :
+ … + C s

,

。, 一 ,
) + C i ; ,

G
, ‘
= G

, ‘
(
一 d ,

)
,

c
, ‘= C

, ‘
(
一 d ,

) (
i = 1

,
2

,

…
,
掩, )

(
3

.
1

0) 式对图2 (a) 中任一层均成立
.
当j= 1

,
2 时

,

分别有

R l掩
1
( b
l
)一E

;掩:
R

, 1
(
a l l

)
+ 玄 ,掩: ,

R
Z 壳2( b

Z
)一 E

Z‘2
R
2 1
(
a : ,

)
+ 云2掩

:
(
3
.
1 1
)

参看图2
,
第一层上表面半径

a;l二a, 第二层上表面半径 (即第一层下表面半径 ) 气:= b
:。
根

据该二层层间位移和应力的连续条件
,

必有

R z儿
:
(b
l
)二 R

Z:
(
a 21
) 二 R

:;
(b
;
)

考虑上式
,

并将 (3
.
11) 式中的前式代入后式

,

得

R Z掩
2
( b
Z
) = E

Z掩Z
E

, ‘IR
;;
(
a
)
+ E

Z 掩霭
z‘:+ 万2儿z

逐层类推
,

最后可把第户层下表面力学量用第一层 上表面力学量表示如下
:

R 户p (b )== n R
I,

(
a

)
+ 百

‘

(

3

.

1 2

)

式 中

1
n = n E , * ,

J = 护

百= E , 。,
( E , 一 , ,

。,
一 1

… E Z人
:
万1壳

,
+

E
户一 x

,

‘, _ :
…E 3掩

,

万2介
:
+ …

+ 万户一 1
,

。, _ :
) + 岛勺

(3
.12 )式中R

;1
(
a )和 R 户。, ( b ) 分别是叠层壳上

、

下表面的力学量
,

R
: :

(

a

) 叫做初始值
.

n 为6阶方阵
,

万为 6 阶列阵
.
在通常情况下

,

作用在壳体上
、

下表面的外力 是 巳知 的
,

故

(3
.
12) 式实际上是关于壳体上

、

下表面 6个位移分量以及边界上正应力 (包含在n 内) 的

矩阵方程
.
当法向压强q(

x ,

0)
二 q ~ c o n s 七时

,

把q按 (2
.
6) 式中的a

一

级数形式展开
,

得

。。 ,

(

a

)
= 一

16 9

用n 汀 2 , (
。 , n

= 1
,

3
,

5
,

一

而 X 二(
a
)= 日

。 。

(

a
) = X

。 。

(
b ) ~ 日。

。

(
b
)
=

a 。。

(
b
)
= o

取 (3
.
12 ) 式中的第 3

,

第4和第 5三 行
,

可求得
r U 。 ,

(

a

)
、 ‘

17
3 1

11
3 :
万
36 、 一 , 1 r

H
3。 、 。 厅

3 、 \

l裸留
一

瞬念烈 }器晓 }
一

{ 驯
(3.x3)

通过边界条件的满足求 出〔汀
3
汀

‘

H 司
,

后
,

则 【U 。
。

( a)
犷.

,

( a) 才
。 。

( a) 〕
r
可由上式求得

,

于是初始值R
::
(a) 为已知

.
R , 1

( a) 求出后
,

利用 (3
.
4) 式并令 j= 1

,

便可求得第一层中第

一个薄层的力学量
,

然后用 (2
.
6)和 (2

.
5)式求出所有应力

、

位移分量
.
当第一个薄层下表面

力学量求出后
,

又可视为第二个薄层初始值
,

于是第二个薄层 的力学量可求
.
类推下去

,

第

~ 层内力学量处处可求
。

同理
,

整个叠层壳各力学量可求
.

现在考虑边界条件(2. 7)
.
要满足该式

,

由(2
.
e) 式知

,

必须



鑫
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,〕

,

鑫
厂扭 ·

‘·,」
,

.
”汀

8
S l fl 一

—
一。

,

量[云
(一 、)

。
U
二 ,

(

·
) 〕

, 8 ‘n

薯

矛矛才万X

l
乙 乙 (

一
1
)

” “ 。 ·

(

r

)

“‘“ ’”

矛
, -

8艺�。E�
了,....,
矛、.....、

而要上式满足
,

只需要
、
l且...、r...万/

、.J声

P

E

[
U

fn

,

(

r

) 〕
,
= o

,

乙 (一
‘
)
’“

〔U o
n
(r)」, ~ 0

( j ~ l
,

2
,

(
3

.

1 4
)

E
[ 厂

。 ,

(

r

) 〕, 二 o
,

乙 (一 l )
”

[犷
。 。

(

r
) 〕, = o

从(5
.
4)式出发

,

表面力学量表示
:

仿照 (3
.
10) 式的推导过程

,

可将第j层 中第f个薄层的力学量用第 j层上

R , .
(
r

) = E
, 。
(
r
) R

, ,
(
a , ,

)
+ 万 , ‘

(
r
) (

3
.
1 5

)

式 中

E , ‘
(
r
) = G

, ‘

(

r 一 a j ‘
)

万 , ‘
(
r
) ~ G

, ‘
(
r 一 a , ‘

)

G
, , ‘_ 1 …G

, Z
G

, 1

( G
, , ‘_ 1 …G

, :
C

, , + G
, , .

_ , …G
J3C , 2

+ … + C , , ‘_ :
)

+ C
, ‘
(
r 一 a , ‘

)

G
, ,

= G
, ,

(
一d ,

)

,

C
, ,

~ C
, 。

(
一 d ,

) ( k = 1
,

2
,
…

, ‘一 1 )

再仿照 (3
.
12)式的推导过程

,

初始值表示
:

将第j层 (j> l) 上表面力学量 (即第 了一 1层下表面力学量) 用

R , ;
(
a , l

) ~ n , _ I
R

, 1
(
a

)
+ 万,

_ ;
( j > l

)
(
3

.
1 6 )

式中

n , _ 1
~ E

: 一
,

盏J_ : E
;

n
, _ ,

= E j 一 , ,

尧, _ ,

( E

一2
,

九, _ :
… E Z‘

,
E

: ‘:

j一 2
,

儿, _ :
… E Z掩

J
,人,

+ E j
一 2

,

海, _ :
…E 3‘J

Z‘:+ …

+ 万, 一 2
,

儿,
_ :

)
+ 万s一 1 ,

。, 一 ,

为了将第j层 中第‘个薄层力学量用初始值R
l:
(a) 表示

R , ‘
(
r
) 一 n

, ‘
(
r
)

n , ‘
(
r
) ~ E

, ‘
(
r
)

R
: :
(
a
) + 几

‘
(
r
) ( j >

l
)

,

可将(3
.
16)式代入(3

.
15)式

,

于是得到

(3
.
17)

式中
n , _ , ,

百, ‘
(
r
) ~ E

, .
(
r
) 百

, _ 、
+ 万, .

(
r

)

当j= 1时
,

(
3

.

17 ) 式应由(3
.
15)式代替

,

并令j~ 1
.

取 (3
.
17)式中第l

,
2 两行

,

碍(a)(a)(a)在叠层壳顶部受法向均布压强q作用时
,

U
。。

(

r

)

犷.
,

(

r

) !

H

, ,
(
r

)

H
Z,

(
r

)

11
: :

(
r
)

H
Z :

(
r

)

汀:。(
r
)

刀
2。

(

r

) {

U
.

,

犷。
,

万
.: }

一

器嘿{}
, ‘ ·

嘿
把 (3

.
13)式代入 上式

,

得
,工

一、..,
�

汀11(
r
)

汀
2,

(
r

)

H
: :

(
r

)

H
Z:

(
r

)

刀1。(
r
)

汀
2。

(

r

)

汀
31 刀

11
‘1

11

。1

3 艺

4 2

刀
。:

汀
a。

汀
‘。

汀
。。

.J.
寸曰

、Jrt

沪、\沪

r犷

月才.、
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.、、.....,
r�

P
k,

·

(、{冬}
一

自
一

翩器
, , ·

‘烈加
m, n

= l
一
3
一
5

, ·

j = 1

,
2

,
3

,

…
,

(
3

.

1 8
)

在 (3
.
15) 式 中令

r= a , ‘和b , ( 即在薄层端点固定)
,

并将它代入 (3
.
14)式

,

对于每对m
一 n

得到

关于姓
。 , ‘,

B
。 , ‘,

C
. , ‘,

D
. , ‘
的四个方程

.
令j= l

,
2

,

…
,

P
,

i =
l

,
2

,

…
,

k
, ,

总共得到 4(k
:+

气十 … 十 k
, 十 p )个方程以定解同样数 目的常数

.
在法向均布荷载下

,

考虑对称性
,

未知 量和

方程个数都减少一半
.
待这些常数求出后

,

不难由(3
.
13)式求出初始 值

,

从而整个叠层壳可

解
。

需要说明的是
,

在边界上沿
r
方向只有有限点固定会带来一定的误差

.
然而

,

只要薄层

充分薄
,

这种误差是很小的
,

即此类误差是可控的
,

文中表1可以说明这点
.
笔者尚未发现

有任何一家理论或任何一种方法能将整个边界固定
.

四
、

数 值 结 果

下面给 出的算例是用四 倍精度在计算机S IE M E N S /7570c 上完成的
.
数表中的I

:,
I

: ,

几分别是第一
,

第二
,

第三层被分割的薄层数
.

算例 x二。,
l 两边简支 , 0二 o

, 甲两边固支的三层壳
,

顶面受法向均布压强q作用
,

第一

和第三层材料相同
,

每层都有如下的弹性常数
:

困3 三层. 柱宪

/Cl/Cl/Cl

C ;:/C , : 一0
.
24626 9

C 22/C ll~ 0
.
5 43 10 3

C 33/C 一 = 0
.
5 3 0 1 7 2

C
os
/ C

l l
= o 一 599 一4

C f}
’
/ C I圣

’
~ 5

,
C

1 3

,
C

: 3

/ C
; 1

=

C 一

C ee

0
.
0 8 3 1 7 15

0
.
1 15 0 1 7

0
.
2 6 6 8 10

0 2 6 2 9 3 1

c f护和 C釜护分别是第一和第二层材料的C
, :
值
.
当C {l

’一 c l费
’

~ C
: :

时
,

该三层壳蜕 化 为单 层

壳
。

几何参数是h
:= 凡二0

.
lh. h :‘0. 8h

,

壳知 ,
‘ ,

“R0
, S 和 R 。

分别是中面弧长和平均
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衰1 沿r方向设t 不同固定点橄时三层克的应力和挠度
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·
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}

一 ‘
·
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…
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·
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}
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4

1
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·
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·
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…
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·
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)

一 2
·
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1
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=
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口I
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内/q ue /q

42阳的0608
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…
,孟,曰
22
‘内,山‘上J上月孟,占一 2

.
2 0 3 2

一 2
.
2 0 6 5

一 2
.
2 0 6 5

一 2
.
2 0 6 5

一 2
.
2 0 66

八一12121314朽
,

z一切�月月月兮
J
斗
4
子
J
一

。‘

…
一
ll

l

.
weles

l
c s

{

)

/ C
;全

,
h

/
R
。

衰2 不同厚度时三层宪的应力和挠度

h/R 。 “.4
_ }

_

_ _ _
_

”.6

)一
半径 (图3)

.

数值结果见表 1、表 3
,

级数取项为 m 一 1
,

5
,
…

,
2 9 , ,: 一 l

,

3
,

5
,

…
,

9 9
.

从表 l可见
,

若

取相应于I
:二 IJ= 4 ,

1

2

二 14 的结果作为本问题的解
,

前4位数字是精确值
.
表2和表3中还列

出了S A P S给出的有限元解
,

采用的是 16 节点16 个三维块体等参元 (对1/4壳 )
.
将本文提供
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的精确解与有限元解对比可见
,

除边界应力外
,

其它力学量相差 不大
.
有限元的弱点之一是

边界应力很难算准
.
表2和表3中用 S A P S解得的边界处(0一0) 的a

。

和精确解相差很大
,

有时

甚至连正负号都颠倒了
.
这除了有限元本身的弱点外

,

与边界上固定点数 不 相 同 也 有关
.

S A P S解在边界上沿
:方向只有5点固定

,

而精确解的固定点数却远远超过 5个
.
此外

,

表2中

相应于SA P S解得的:
r。
在层间不满足连续条件

,

表 2和表3中用 A S P S解得的
: , 。

在壳体上
、

下表面处不为零
,

这些显然是错误的
.

表3 不同厚度时单层壳的应力和挠度

h/R 。 0
.
1

一…
-

11=I, = 3
,

1
2

= 1 0

0

.

2

1
1

~ 1

3 二 3
,

I

:

=
1 2

1
8

.

2
8

2

.

9
6

5

一 6
.
5 9 3

一 1 9
.
5 3

0
.
0 0 0

一 2
.
5 7 2

一 3
.
工1 0

0
.
00 0

一一一 一 2 6
.
8 6 444

一一 2 0 9
.
3 弓 1 一 2 7

.
5 1 00000

一一 1 2
.
8 000 一 4

.
7 5 555 一 5

.
0 5 888

一一 1 0
.
73 {{{ 一 3 8 5666 一 4

.
0 3 000

666
.
5 4 4 :::: 3

.
3 3 000 3

.
2 1 000

888
‘

7 , “

………
4.4:888 4.33777

口口口
/ g (

x = I/
2

,

0
~
甲
/ 2 ))) 一 1 4

.
7 222 一 1 6

.
6 111 一 4

.
9 9 999 一 5

.
6 4 999

rrr 吕.二 aaa 一 1 3
.
1 999 一 1 5

.
0 000 一 4

.

44 111 一 4
.
9 0666

rrr
= R

。
+ h

:
/
222 0

.
7 1 777 一 0

.
1 2 999 1

.
2 7 888 1

.
1 4 555

rrr
= R

o一h :/ 222 2
.
5 0 222 1

.
8 6 111 2

.
1 6 888 2

.
1 5 444

fff
= 66666666666

aaa e
/ q (

劣二I/ 2
,

口= 0 ))) 3 9
.
4 000 9

.
54 222 1 8

.
2 888 4

.
5 2 777

rrr 二二二aaa
7

.

8 5 999 6

.

8 4 000 2

.

9 6 555 3

.

0 1 888

rrr
= R

o
+ h

:

/
222 一 1 9

.
0 777 一 1 5

.
9333 一 6

.
5 9 333 一6

.
4 1 555

rrr二R 。一 h s/ 222 一 5 8
.
1 333 一 1 9

.
4 888 一 1 9

.
5 333 一 8

.
6 9弓弓

rrr ~ bbbbbbbbbbb

丫丫

刁叼(, 二l/2
,

8 = 0 )))
0

.

0 0 000 一 5
.
0 0 999 0

.
0 0 000 一 2

.
7 1222

rrr 二二二OOO 一 2
.
5 7 222 一 5

.
0 0 666 一1

.
9 4 555 一 2

.
6 0 000

rrr
, R

。
+ h

z
/
222 一 3

.
工1 000 一 5

.
7 2 222 一 1

.
5 9 333 一 2

.
6 0 777

rrr
= R 。一 h ,

/
222 0

.
0 0 000 一 6

.
0 1 666 0

.
0 0 000 一 2

.
8 0 222

rrr
= bbbbbbbbbbb

注
:
本表结果是按三层壳程序计算的

.
即令侧{

)= C;f
‘

= c
, , .
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