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直接控制系统绝对稳定的充要性准则
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�钱伟长推荐
,

�� ��年 � 月�� 日收到�

摘 要

本文对于几类直接控制系统
,

得到了绝对稳定的充分必要条件
,

并讨论了控制系统的两次简

化形式〔, ,’�
�

所得结果改进了文〔�、�� �中有关结论
。

关月饲 直接控制 简化形式 绝对稳定性 充要条件

一 日� 性梦
、 动 � 「刁

众所周知
,

对于直接控制系统 的零解的绝对稳定性
,

国 内 外 学 者 曾撒 过 广 泛 的 研

究
【’““� ,

并得到了大量的充分条件
,

但只有较少的工作讨论到充分必要条件
�

为了彻底解决

绝对稳定性问题
,

又必须注意到充分必要条件
,

这却又十分难以完成
�

过去
,

在 文 �� 、 ��〕

中仅对某些特殊情形进行过研究
�

本文通过拓扑变换和 降维的方法
,

得到 了直接控制系统绝对稳定的充要条件
,

包含或改

变 了文 〔�、 �� 〕中有关结论
,

并讨论了两次简化形式
〔�月

,

得到了绝对稳定的充要条件
,

包

含了文【�幻中 的有关结论
�

二
、

直接控制系统绝对稳定的一般充要性条件

考虑直接控制系统
〔’,“’

� � �� � ���� �

� ��
�

��
� � ‘, �

其中 � 〔� ‘�� � ‘” �’ � ”为稳定矩阵
, � ,

�
, 。〔�

” � ’

为向量
�

连续的非线性函数��� �满足 �����

� , � 了�的 � � �� 今 � �
,

系统��
�

�� 满足解的存在唯一性条件
�

为了方便讨论
,

先 引进两个矩阵
‘,

� , �

� , �
��

,

一
’

,
“

”
“’产

�
��

���

一一口�
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引理�
�

�〔‘� , 对于系统 �� 一�

�
�

若 � � � � �
。

一 � , ,

则存在非奇异变换牙� � � ,

使系统 ��
�

�� 变为如下形式

叹 �
一

叹疏
口一 〔‘犷

, ”,
〔��〕

〕����
·

���〕
, �·�

��
�

� �

其中 万� �〔尸
”
‘� ” , ,

五
��〔尸

”
� �

”
, ,

河� ���
� � � ,

石�
, 。, 、 雷�〔尸

”
� ,

石�
, 恋�〔�

”
“ , � � � � � � � � �

�
�

若�� � � � 。� � � ,

则存在非奇异变换牙� � � ,

使系统 ��
�

�� 变为如下形式

� � �

扭�下 �知 ��
�

��
������

一一

飞�� 
沦沦

���
卫

���

� 劣 �

。� 【醋
,

衅」�
‘ 厉� �

其 中 河
�。
〔刀

� , � ”, ,

万
�

天尺
”� � ”� ,

河“〔尺
。� � � � , 万� ,

石
� , 。�〔� ”� , 牙‘ , ‘一任�

”� , � 。� � ‘� � � �
�

定理�
�

� 设� 为稳定矩阵
,

则以下陈述等价
�

� � � 系统��
�

�� 的零解绝对稳定

� � � 系统��
�

��的子系统

分�一万� �� � � 石�� �于
, �

, 厅� � 。�,
,

��
�

� �

的零解绝对稳定
�

证明 由引理�
�

�知
,

系统 ��
�

�� 与系统 ��
�

� �的零解的绝对稳定性等价
�

很明显
,

若系

统 ��
�

� �的零解绝对稳定一定有系统� �
�

� �的零解绝对稳定
�

下面证明若 系统 ��
�

� �的零解绝

对稳定也一定有系统��
�

� �的零解绝对稳定
�

令
� � 皿�一 � � � � 石� � 。 , , �

� � � � � �
,

�一� �
,

无一 � �
� �

�� �
� � �  

石
� � � 牙� �

由常数变易公式
,

系统��
�

� �的解为

云� ����
。, 至。�叠厉���

一
� �“�‘一 ‘

。

���

��一
� 〔“�‘一 �〕”, 〔·〔一 ‘。 ,

一 �〕“·

由� 为稳定阵
,

五也应为稳定阵
�

故存在常数� � � ,

刀� �使得

��� � � �皿��� 《刀� � � �一 � ��

因系统 ��
�

��的零解绝对稳定
,

故 当�、 � , 时
, 厉 ,

�� � �
,
。 �� 一于

�
�� ” �

�

又���� 为连续

函数
,

� �� �一 �
,

故对任意
。� � ,

在��� �
。 ,

当�� �, 时
,

有 ���� ��� � 。�〔� ��石��刀〕
�

再由解对

初值 的连续性知
,

存 毛
�

� , � �
,

当 �云
。

�� � ,
时

,

有 ���� ��  韶�〔� ��� ��门
,

对一 切 掩 �� 
, ��〕成

立
�

取�� � � !∀ , ,
z

/ [ (
3 刀ex p

at。〕)
,

当 !}牙
。

1. <
d 时

l, “, “,、”,, ,
。

‘,e x p 〔一(
‘一 ‘。, 〕+

{
刀ex P [一 a ( t一

r
)〕}}石{}

·

】f (a ) }d
:

+

! :

:
刀。·p 〔一‘才一 , 〕,‘”,,

·

,“· , ,“· < ·

故系统 (2
.
2 )的零解是稳定的

.

对任意 云。〔R
” , 万;。= 。

r
, ; 。,

a

(
t

;
t
。,

x
。

)
一 l

(t
;t。, 牙, 。

) 、o 当 t、 + co 时
.
故 当 t” + OO
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时
,

有f [a (t
;t。 , 刃。

) , 。
.
从而 当f、 + oo 时有

}}牙(t ) l《刀}}至
。

n
e x

P [
一 a (t 一t

。

) 〕

+

!
;

刀一p〔一‘
才

一 , 〕
·

,,”,,
·

,“ · , , “一
。

故系统(2
.
2)的零解绝对稳定

,

从而系统 (2
.
1) 的零解绝对稳定

.

引理2
.
2 〔, 4 ’ 若A 稳定

,

并存在实数q> o
,

使得 R e {(l+ ￡。q )班(‘。 ) }> o (对任意实数

。 )
,

其中才(的 二 一 ‘,
(
2

1 一 A )
一 ’

b
,

(I 为
。
+ 1阶单位阵)

,

则系统(2
.
1) 的零解绝对稳定

.

弓[理2
.
2的方法

,

称为P op ov 方法
r“’.

定理2
.
2 设A 为稳定阵

,

以 下陈述等价
:

( l ) 系统 (2
.
1) 的零解绝对稳定

,

并能用P o p o v 方法或S
〔’4 ’
方法判定,

( 2 ) 系统(2
.
4)的零解绝对稳定

,

并能用 P o p o v 方法或 S 方法 判定
.

( 3 ) 系统(2
.
3)的子系统

绘
3
一月

33至。 + 石
3
f (厅

3
)

,

于3= 。了厉
3

( 2
.
5 )

的零解绝对稳定
,

并能用 P o p o v方法或S方法判定
.

证明 若直接控制系统 的零解的绝对稳定性能用S 方法判定
,

则一定能 用 P o p o v 方法

判定
.
令

附(
z)(
2., 》叠 一 。 ,

(
:

I 一 A )
一 ,

6

瓦瓦瓦。一
1

1.
eeL

,.几

一刁,J I、.,/万‘
· ,

2一 “ 一 〔己了
,

0 “
{
zI 一

(

reslL
..孟

一刁
.
1
1‘

、../

A
2 2

A
3 -

一
Al凡
一
丸。

W ‘
Z
,
(2
一“一 〔“

, “‘」
1

21 一

(
月

一‘

牙(
z
)
(2.‘ ·

叠 一 。了〔
21 , 一 河:1〕

一
巧 ,

牙 (z)
:.。
自 一叮 (zI

。一河
33
)
一 ‘
石
:,

其中 1 1, 1
3

为
nl, n 3

阶单位阵
.
这样

附
(2., )

= 一 o T (
2 1 一月)

一 ‘
6

- 一 。 ,
万

一 ,

(

二
I 一 M A M

一 ’

)

一 ’
M b

= 二

砰 (
z
)

、2
.
: )

,
nI山

r
o
r
o

尸....�
‘.二

�飞

!

一
‘

、.口/一 ‘云r
, 乙

r ,
!
zI 一

唉A22=一 亡r ( 2 1 1一月1;)一 ‘石1~ W (z )〔2 .‘ )
同理可证

牙(
二
)
( 2
.
1 )
= 牙(

二
)
。2
.
。)

= 牙 (
z)
2.。。

由引理 2
.
2知

,

定理2
.
2成立

.

注
:
当n1 <

。或为< 。时
,

由定理?
.
1 ,

2

.

2 知
,

能用维数较低的系统的绝对稳定性的研究代替原系统绝

对稳定性的研究
.

三
、

可降阶的直接控制系统的绝对稳定的充分必要条件

引理 3
.
1〔8] 若系统(2

.
1) 绝对稳定

,

则
。,

b 《0
, ‘,

A
一’
b >

o
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引理3
.
2〔2 ,.J 若系统(2

.
1) 为一阶或二阶的

,

则

( 1 ) 系统(2
.
1) 的绝对稳定性能用P o p o v方法或S方法判定 ,

(
2

) 系统 (2
.
1) 的绝对稳定的充要条件为

o,
b 《o

, ‘ ,
A

一 ‘
b 》o

定理3
.
1 若下列条件之一被满足

:

( 1 ) ran k Q
。

《2

( 2 ) ran k Q
。
《2

则系统(2
.
1) 的零解绝对稳定的充要条件为

‘ ,
b《o

, 。,
A

一 ‘
b >

o

证明 必要性己被引理3
.
1所证

.
下面证明充分性

.

( 1) ra n k Qc 《2
.
由定理2

.
1知

,

系统(2
.
1) 与系统 (2

.
4)的零解的绝对稳定性等价

,

此时
n;
《2
.
由引

、

理 3
.
2知

,

系统 (2
.
4)的零解绝对稳定当且仅当叮b

;
《o

,

叮河扮石
1
> 0

.
应用

矩阵理论容易得‘丁石
1~ 。r

b
,

叮还扮石
1= 。’

A
一 ‘

b

.

(
2

)
r a n

k Q
。
《2
.
如果系统 (2

.
5)的维数为

ns
《2

,

由引理3
.
2知

,

系统 (2
.
5) 的零解

的绝对稳定性能用 P o p o v 方法判定
.
由定理2

.
2 ,

系统 (2
.
5)的绝对稳定性与系统 (2

.
1) 等

价
.
而系统 (2

.
5)的零解绝对稳定 当且仅当。誓瓦《o

,

几河甜瓦》0
.
用与情况 ( l) 相同的方

法
,

可以证 明‘拓
3= 尹b

,

几河括5
3
~ ‘,

A
一 ‘
b

,

这样就完成了定理3
.
1的证明

.

应用矩阵理论及定理3
.1 ,

我们能证明以下结论
.

推论3
.
1 如果 以下条件之一被满足

( l ) A = d iag (A
ll ,

A
:

小 其中

’

1

,

月::一d ia g (,
,

…
,
*

)

,

(
‘< ”)

几 J

( 2 ) A ~ d ia g (A
l, ,
月
22
)

, 。r
为A 二

,

(

r
= l

,
2

) 的特征向量
,

或b
,

为A
r,

(

r
=

1
,

2
) 的特征

向量 ,

(
3

)
r a n

k (
。 ,

b
,

A
T 。 ,

A
,

b ) = 2
,

且b与
c
线性无关 ,

则系统 (2
.
1) 的零解绝对稳定的充要条件为

‘T
b《o

, ‘ T
A

一 ‘
b
>

o

推论3
.
1将文 [7 ” 11 〕中相应结论做为特殊情况包含在 内

.

四
、

两次简化形式在某种条件下绝对稳定的充要性准则

设
。 , 笋 。,

通过拓扑变换

含~ B
Z + h a

系统 (2
.
1) 可变成如下形式

:

(4
.
1)

古二g , z
+ a a 一户f (

。
)
}

进一步
,

在某种条件下
,

(
4

.

1) 可变为

公一石。
+ 万f (a )

沙= 夕ru 一久
。
a 一 p f (

a
)
}

( 4
.
2 )

其中 B (石) = (b
‘,

)

。 : 。

( ( 5
‘,

)
。 , ,

)

,
h 伍)== (h

, ,
h

z ,

…
,

h

.

)

,
( ( 万
:, … , 万

,

)

,
)

, 夕= (g
: , 夕: , … , 夕一

)

, ,
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孟
。

)
o

, 户> 0
.

用 与文【15] 中定理6相似的证法容易得到以下结论
.

引理4
.
1 如果存在

n+ 1个常数
r‘
》0( ‘= 1 ,

2
,

…
,

时
,

r.
, 1

>
o

,

使以下不等式 成立

一 r sb , , ) E
, .

I b
‘,

I +
r . 十 :

!
夕‘

! (‘二 l
,

2
,

…
, ,

)

一r.
+ , a 》E

r.
Ih
‘
l

且矩阵
r B h

A 朴 = l

_

l ( k > 0)
‘

g
T

a 一 k P
J

稳定
,

则系统 (4
.
1) 的零解绝对稳定

.

定理4
.
1 如果 一 B 为M 矩阵

,
g
‘
) 。,

h’> o (‘= 1 ,
2

,
…

,

n)

,

则系统 (4
.
1) 的零解绝对稳

定当且仅当

p ) o
,

a 《夕
,

B
一 ‘

或 p = o ,
a

(
夕, 刀

一 ’人

证明 必要性
.
因为 p》 。内

,

令j( 的 = ka
,

其 中 k> 。为任意 的
,

这样系统 (4
.
1) 就

变为

念二B z + ha

舌~ g
, z 十 (

a 一 p k )
a }

( 4
.
3 )

因此系统(4
.
5) 为渐近稳定

,

从而矩阵A
.
为稳定

.
又

(一 1 )
. + ‘

d
e
t A

. 二 (一 1)
’ + ’

(
a 一 p k 一 夕

,
B

一 ‘
h ) d

e
t B > 0

由矩阵B 稳定可得 (一 1)
.
d et B > o ,

所以不等式
a 一 g fB 一 l

h 一 p k < o

成立
,

因此
,

a 一 夕rB
一 ‘
h《o

充分性
.
由于A

.
为M 矩阵

,

存在一组向量

犷(k ) , (
。1

(掩)
, 。:

(k )
,
…

, 。。

(
k
)

,
l

)

, 〔R 牛
干 ’

使不等式

(4
.
4 )

(4
.
5)

r B :
二

犷 T (k )
}

,

}

<
o

,

乙
”‘

( k ) h
‘
+ a

< p k

一
g
- 一 . = l

(
4

.

6
)

若存在向量犷言(k) 使不等式
__ _ 「

B
,

二
犷盆
T
(k) l

,

J

<
o

,

耳
”
犷
。

(
k
)
h
.
+

a
<

o

一
g
- 一 t 二 1

由引理4
.
1可知定理4

.
1成立

若对任意满足 (4
.
e) 的向量犷 (k )〔R 军

+’
使以 下不等式

,.二.

立立成成

___ r B ,

V
,

(k )
}

,

}
< 0,

一 夕
- 一

o 《艺
。‘

( k ) h
.
+ a

< p k

成立
,
刻有
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1im E
。‘

(寿)h
。二 一 a

k . 0+ 卜
1

由于h
.> o

, 。‘
( k ) )

o
(
‘= l ,

2
,

…
, n

)

,

可知o(
。‘

( k ) < ( 一
a + p ) / h

‘
(
o ( k 《l)

.
故犷伪)为有

界向量序列
,

故存在子列犷 (k勺使

并有
忽厂

(“’ ) 一 犷一 (
v , , ”2 ,

一
v一 ‘)

「
B

,

二
犷 ,

!

,

J
《o

,

不
”.
h
‘
+ a 一 。

一
g
- 一 t , L

由引理4
.1知定理4

.
1结论成立

.

很明显
,

第二标准型为系统 (4
.
1) 的特殊情形

.
如果令B = di ag 林

, ,
…

,

几
。

) (几
‘
< o

)

,
h
‘
=

1 (
i 二 1

,
2

,
…

, n

)

,

即可得文 〔12〕中定理 1
.

令 B .二 (b誉
,
)

。 、。

(万一 (5犷
,
)

。 、 。

)

6 , ,
‘石,

,
, 一

{

b“ (石“) ( i = 1
,

2 …
, n

)

} b
‘,

I ( l 石
‘,

} )
‘i ,

j ~
l

,
2 …

, n , i 砖j

9 . == ( 19
1
1… 19

”

} )

, ,
h

.

( 万
.
)二 ( lh

:l
,

…
,

l h
.

l )

,
( ( 万

,
l

,

…
,

,万
。

l )

,
)

.

定理4
.
2 若 一 B 朴为M 矩阵且p ) o

,
a

<
9

. ,
B 一

’
h 气 则(4

.
1)绝对稳定

.

证明 令

e
一「

”’ 八’

飞
L。朴T Iy J

吕 “

由一 B
肠
为M 矩阵

,

d
e

t C =
(
一 a + g 朴r B 补 一 ’

h
带
)

·

d

e

t

(

一 B 朴
) )

o
,

故C 为M 矩阵
.
存在向量 犷

~ (
v l, v Z ,

…
, ”。 + l

) 其中
” ‘

)
0
(
i 一 l

,
2

,

…
, ” + l )使V TC ( 0

.
由引理4

.
1知定理 4

.
2 成立

.

通过与处理系统 (4
.
1)相同的方法

,

可以得到以 下结论
.

定理 4
.
3 若 一 石为M 矩阵

,

功) 0
,

瓦> 0( ‘= l ,

…
,

n)

,

则系统 (4
.
2)的零解绝对稳定

,

当且仅当

之
。

)
o

,
p

)
o

, 户 + g , 万
一 , 万》o 或

几
。
一 o

,
p

)
o

, 户+ 夕T石
一 ‘万> o

定理 4
.
4 若 一 刀,

为 M 矩阵
,

p 》o
,

p + g 砂(石勺
一 ‘

砂> O
,

则系统 (4
.
2)的零解绝对稳

定
。

定理4
.
5 若 以下条件满足

( 1 ) 几
。

)
0

(
2

)
刀为稳定

( 3 ) 存在对称正定矩阵尸
,

G 满足 石
,
P + 尸石= 一 G

,

使得

p> 尸
,

G
一 ’
尸(若几

。

~
0 取 > )

,

其中尸一号
+尸‘

则系统(4
.
2)的零解绝对稳定

.

注 著作〔21中定理6
.4一1要求有不必要的条件(4 )

.
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证明 若定理4
.
5的条件被满足

,

则系统 (4
.
2)的零解渐近稳定

,

这一点由 〔幻中己证
.

与定理4
.
1的证法相似

,

我们容易得系统(4
.
2)的零解渐近稳定的必要条件为 p + 了石

一 ’万》0

(若久
。

=
0 取> )

.
用文 【2 ]的证法即可得定理4

.
5成立

.
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