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摘 要

本文给出了变质量非完整系统相对于非惯性系的第一积分存在的条件
.

建立了这类系统 的 正

则方程和变分方程
.

证明了 由第一积分可直接构造系统的积分不变量
,

并给出一系列推论和一 个

例子
。

关匆词 分析力学 非完整约束 变质量 非惯性系 第一积分 积分不变量

一
、

引 言

随着近代科学技术的发展
,

变质量系统 相对 于非 惯性系运动问题的研究越来 越 显 得 重

要
.

喷气飞机
、

火箭
、

卫星
、

航天器一般都是变质量系统
,
其中许多是变质量非完整系统相

对于非惯性系的运动问题
.

近些年来
,
人们 虽已建立起这类系统多种形式 的运动方 程 “一 3 〕,

但是对其第一积分和积分不变量理论还未曾研究
.

第一积分和积分不变量理论在现代力学
、

物理学和数学 中具有非常重要的地位
,
深受国际学术界的重视

.

w h i“ a k er
〔‘几 ,

D ju ki 。〔5
气 ,

V u ja n o v i。“二,
刘成群

【’二,

刘端
〔‘二, 梅凤翔〔. 〕 ,

李子平
〔‘“二和罗绍凯

〔“ 二
、 『‘2二等相继做了多方面

的研究工作
.

然而
, 以往 的工作多限于常质量系统相对 护贯性系的不变量的研究

.

对于完整系统
,

W h it t a k e r 指出已知一个第一积分可以确定一个积分不变量
‘落二; 梅凤

翔证明 , 这一结论对非完整系统也适用
〔日二 .

木文给出变质量非完 整系统相对于非惯性系的广

义能量积分
、

广义循环积分存在的条件
,
建立这类系统的正则运动方程和变分方程

, 证明由

第一积分可直接构造这类系统的积分不变量
,

并给出一系列推论和一个例子
.

二
、

变质量非完整系统相对于非惯性系的第一积分

研究N 个质点构 成的变质量系统 相对于非惯性系 伍夕2
的运动

,
其位形由非惯性系中的

广义坐标 q :

(
: = 1 , 2 ,

⋯
,

n) 确定
,

质量微元 d 。 ‘
分 离或并入m ‘

(‘一 1
,

2 ,
⋯

,

N ) 时的相对速度为

林‘
.

非惯性系固连于大质量物体
,

其平动加速度 a 。

(t )
,

角速度。(t ) , 角加速度
e
(t) 与诸质点

.

张石生推荐
.
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运动无关
.

系统受有g 个可eT ae
B型理想非线性非完整约束

、1.、z,、.产
、.声

月
,‘f

,

(q
, ,

夕
。 , t) = 0 (p 一 l , 2 ,

⋯
, g , s -

户瓮
““

‘
一 ”

(2
.

1)

把作用在系统上的主动力分为有势和非势力两部分

E F ‘
·

引入广义迥旋惯性力

会一斋
+ Q“‘“一 , 一‘,

,
犷一犷‘“一 ‘’

(2
.

2 )

Q七
万 , 。

, 尸 , , 。 、 O T 油

= 一
台

吸“ x m ‘r ‘’
.

百可

广义陀螺力 r
:

= 一 E 鑫
2阴 。。

·

(箫
·

豁)
“,

尸 .

均匀力场势能犷
。

一M
·

a 祠r 二/ 口q
, 、

惯性离心势能犷
‘

- 一 。
·

[I
。

〕
·

0 / 2 和广义反推力

尸
,

= 乙卜‘“
。+ r , ,

·

会
一

合‘
;

·

升;会
+

备(音‘;
·

r’; )箫}
其中 r ;

、
r 二分别为 i质点和系统质心C相对于非惯性系原点 O 的位矢

, [I
。

〕为系统对O点的惯

性张量
.

变质量非完 整系统相对于非惯性系的运动方程可以表为 R o u 七h形式

d 口L
,

口L

丽
一

瓦万一 刁瓦
~ Q二+ p

,

+ Q气+ r
:
+ E 几

,

昌;:
‘一

‘, 2 ,

一
, ‘2

·

3 ,

其中L
护

一 T
, 一 V 一犷

。一 犷
“

为变质量系统相对运动的 L a g ra n g e 函数
, 几

p

为待定乘 子
.

方程

(2
.

3)等价于文 【l] 中(2
.

3 1) 的凝固导数形式
.

对于运动方程 (2
.

1) 和 (2
.

3 )
,
如果满足如下 条件

1
0

L a g ra n g e 函数L
,

不显含广义坐标乳
, 即

d L
一

/ 口q ‘~ o (l= l , 2 ,

⋯
, a , a《

n
) (2

.

4 )

2
“

循环坐标. 对应的各广义力之和为零
, 即

Qll + P ‘+ Qf+ F ‘二 0 (l一 l , 2 ,

⋯
, a , a 《

。
) (2

.

5 )

3
。

约束方程不显含空
‘, 即

o f
, / 口空‘= o (l一 1 , 2 ,

⋯
, a 多 a《

n
) (2

.

6 )

则变质量非完整系统相对于非惯性系 的运动存在如下a 个循环积分

口L
r

/ 口空: = e o n s t (l= 一, 2 ,

⋯
, a , a《

,
) (2

.

7 )

为了求得系统广义能量积分存在的条件
,

对于 (2
.

3 )
,

, 、 , 、 _ 、 .

一 d

找杯J侧
一

异
一

了矛(艺篡
, 一“

·

),

有

d r
d t 、E

二
口L

口空:
“一五

,

)
- 空

,

+ E
口L

, .

花而
.

q
。
一

U 丫 a

口L
,

口t

,.L�叮口
l

d d

一dt
,

E州



变质蚤非完整系统相对于非惯性系的第一积分与积分不变量

一

云(华
,

:
+

豁
,

,

)

” g

= E (Q二+ p
。
+ Q全+ ra )空

。
+ E 艺 久

,

(2
.

8 )
口。 I P 二 1

口f
, ‘

口L
-

花石万 甘 8 一 一下石~

口甘
s 口 ‘

关系式 (2
.

5) 称为变质量非完整系统相对于非惯性系的广义能量 方 程
.

由 厂
,

的 性质 知

E r 才
.
二 0

.

因此
,

如果满足如下条件

约束方程对空
a

是齐次的
,

即

户箫
“一 “‘

· ‘“一 ‘, 2 , ””
(2

.

9 )

2
。

非势广义力与广义迥旋惯性力的功率之和等于零
,

即

E (Q二+ Q f)夕
。
~ o (2

.

10 )

3
。

广义反推力的功率等于L a g ra n g e 函数对时 间t的偏导数
,

即

E p
,

么 ~
口L

,

日t
(2

.

1 1 )

则变质量非完整系统相对于非惯性系的运动存在广义 能量积分

亡孕
空

, 一 :
,

一 。一 C 。n s、

石二1 口女 a

(2
.

1 2 )

三
、

变质量非完整系统相对于非惯性系的正则方程和变分方程

H oB oc eJI OB B
.

C
.

曾证 明〔‘3 二,

非完 整系统可作为一个有条件的完 整系统力学问题来

处理
,
系统的约束方程作为运动方程 的特殊的第一积分

.

我们延用这种思想
,
把方程 (2

.

3)

作为一个有条件的变质量完整系统相对于非 惯性系的力学问题来研究
,

其中非完整约束 (2
.

1)

是方程 (2
.

3) 的特殊的第一积分
.

对 (2
.

1)
、

(2
.

3 ) 式
,
可在运动微分方程积分之前求出几

,

作

为 qs
,

qa
,

t的函数
.

引入广义动 量及H a m ilt o n 函数

P
s

= 口L
,

/ 口空
。

(s = l , 2 ,

⋯
, n ) (3

.

1 )

H
,

= 乙 p
,

夕
, 一 L

,

(3
.

2 )

则方程 (2
.

3) 可表为正则形式

口H
-

q
。

= 下二尸 , 尹s

= 一
LI 尸 * 菇:

+ 。“+ ”
· + 。”

口H + 厂
:

+ 才
:

(
s二 l , 2 ,

⋯
, n
) (3

.

3 )

其中

万
,

= E 久,
(。

,

空(g
,
夕

, t)
, t)

f里叭
、口空

,

I
(3

.

4 )
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而记号
“

、
”

表示其中夕用 (q
,
p

,

t) 来表出
.

我们称 (3
.

3 )式为变质量非完整系统相对于非惯性

系的相应完 整系统的正则方程
.

在求解 (2
.

1 )
、

(2
.

3) 式的运动时
,
可先积分相应完整系统的

方程 (3
.

3 )
.

然后再施加非完整约束 (2
.

1) 式对 初始条件的限制
.

由(3
.

3) 式容易导出其变分方程
.

只要用 q
:

+ 占q
:

替代q , 用P
:

+ 占Pa 替代Pa
,

并忽略 dq,

dP的二阶小量
, 我们有

杀
“。一
鑫恙

“。· +

鑫篡悬
* “,

·

d

d t
d p

,

一 一 E
口

Z

H
, 。

么 口
Z

H
,

一二二, 二蔽丁 O q 七一 支厂
一歹三一石

_ 一

U g
: 。甘无 石二 口甘。口P 抢

。, 。 +

忿命
‘“

+ P
.

+ 。’+ 户
·

+ “
·

, “g
· +

鑫孟 (O二+ 户
.

+ O f+ 广
. + 万

:

)。夕
,

(
; ~ 1 , 2 ,

⋯ , n
)

方程 (3
.

5 )称为 变质 量非完 整系统相对于非惯性系的变分方程
.

当已知 H
, ,

O二
,

ra
,

孑
,

时
,
就可组成这组方程

.

方程 (3
.

5 ) 不同于常质量完整保守系统 相对于惯性系的变

分方程
,
在于出现带O二

.

户
。 .

0 矛
,
厂

。 ,

才
8

对乳和p 。的偏导数项
.

四
、

变质量非完整系统相对于非惯性系的积分不变量

现在由变质 量非完 整系统相对于非惯性系的第一积分构造一类积分不变量
.

定理 1 如果方程组 (3
.

幼有形如

中
,

(q
, ,

p
3 。

广) ~ e o n o t

的一个第一积分
, 那 么表达式

(4
.

1 )

{鑫(瓮于
j。

·

+

豁:
d ,

·

) (4
.

2 )

是变质量非完 整系统 相对于非惯性系的一个积分不变 量
.

证明 利用 (3
.

3)
、

(3
.

动式
,

我们有

里 (令鲤
:

d t 、允 d q
s

口巾
占q

·

十

买就
“ps)

一

粼!葱截豁 篡
口

2
巾

r

口P
。
口9

5
(_ 竺旦三
、 口Q ,

口H
口q 舌

+ “笼+ ’
。 + “, + 户

· + 万
·

)」
+

撇 }
。。

;

+

鑫{鑫〔念 淤
+ 。

篡
。

(
一

会
+ 。: + ,

·
+ 。、+ :

. + :
,

)]

+

瓷}
“,

·

+

鑫瓮:(鑫郡三
。“。·+

户
石

豁
‘‘, ·

)



变质量非完整系统相对于非惯性系的第一积分与积分不变量 1 4 3

+ E
壑鱼「_ 令

一

旦兰旦
全

口P
。
L 台

口q a

口g *

么 口
Z

H
-

oq
, 一
六而万元

彻
。

+

鑫命(O二+ 户
,

+ O万+ 户
.

+
.

了
.

)占。
。

二
l

上 口
十 艺

~

万石-

杯丁 。F 舌

‘。“+ ’
·

+ 。, + 户
·

+ 才
,

, d , 。

〕

一

户{命[
‘,

, ,

H
·

, +

户篆
‘。; + P。+ O

‘+ 矛
·+ “

·
, +
令」

一

(气 会)
_ 于丛
君封 口P。

口

口q
。

(。: + ,
·

+ 。, + 户
·+

.

“
·
)
}
‘。

·

+

户{霉
。

〔(
, 一 H

·

, +

户绘 (O二+ 户
* + O佳+ 厂

*

+ 方,
) + 壑醚

.

1
口t 」

一

卜
,

篡今
一

鑫梁最
(。: + , 。+ 。: + 户

·+ “
·
)
}
“,

·

B =

,
· ,

会)
“。

·

+

(
, 一

会)
。,

·

〕
+

户剪梁最
‘。‘+ ’

·+ “’

+ 几 + 才
。

)占。
,

+ 令子鲤
尸

岔 留 口p
*

J ,

二
, .

认
_

,
、 。

万歹
。

(U i + 犷 , + 叼 : + 1 ’ + 刀 ’) o p
·

.

二艺
J三L口q . [

(。
, ,

。
,

卜鑫爵
(。; + , 。+ 。璧+ 厂

。+ 万
。

) +

嫂
·

了。
。.

口‘ J

+ [(
。

, ,

。
·

) +

鑫梁
,

,

二
, _

.

拭 ,
、 _

口巾
.

1
。

、

(叼二+ 犷
几+ 奄宕十 I 七+ 刀 介) 十 一; 万 IOP

,

卜
口 ‘ J 夕

(4
.

3 )
d一P

一口

其中 (
,

)为 P oi s : 。n 括号
.

因 (4
.

1) 式是 (3
.

3 )式的第一积分
, 于是有

(巾
, ,

H
,

)+ 于鲤
里

台
d P。

,

,

⋯
, 二 言

‘

, 、
_

6巾
.

吸甘鑫十 r k 十 叼 犷十 I 七十 双 舌 ) 十 - , 布 = U

O f

(4
.

4 )

将(4
.

4 )式代入 (4
.

3) 式
,
便得

杀
一

户(瓷
“。

·

+

箭:
“,

·

)一 (4
.

5 )

这就证明了 (4
.

2 )式为积分不变量
.

五
、

讨 论

本文的主要结果为 (2
.

7 )” (2
.

1 2 )
、

(3
.

3)
、

(3
.

5 )和定理 l ,
具有广泛的意义

。

对于惯性参考系
,
有

a 。

二。二 . = 0. 犷。= 犷. 二O盆~ r
。

= 。
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r 二二 r ‘,
L

,

一T 一 犷 ~ L
,

H
,

一H
,
少

,

~ 巾

则 (2
.

4 )~ (2
.

1 2 )给出变质量非完 整系统相对于惯性系的第一积分
,

(3
.

3)
、

(3
.

5) 成为这类

系统的正则方程和变分方程
,
定理 l给 出其积分不变量

.

本文 的结果同样适用于 。二 : = o 的

平动非惯性系和a 。
二 e = 0的匀角速转动参考系

.

对于常质量系统
,
有 尸

,

三。
,

则本文给出常质量非完 整系统相对于非惯性系的第一积分

和积分不变量
.

本文 的结果同样适用于部分变质量质点构成的力学系统
.

对于完整系统
,

有 刀
。

三 0 ,

则本文给出变质量完 整系统相对于非惯性系的第一积分和积

分不变量
.

对于常质量非完整系统相对于惯性系的运动
, 木文定理给 出文献 〔9〕的结果 , 对干完整

系统
,
则给出文献 〔4〕的结果

.

六
、

例 子

质量为 。一 , (t) 的质点在平面上运动
, 而 平面以极缓慢的角速度。绕 中心轴匀速转动

,

微粒分离质点的相 对速度为

。一

(
一

合
。1

)
‘+

(
一

么
。

2

), (6
.

1)

质点受有非完 整约束

f = 空; + a夕
2
= o

广义力的非势力不存在
,

系统的L a g ra n g e 函数为

(6
.

2 )

:
,

= 冬
。 (, )(空圣+ 空要)

‘
(6

.

3)

试给出此问题的第一积分
, 并用木文的方法构造其积分不变量

.

首先
,
求吕

_

!系统 的第一积分
.

对此问题
, 条件 (2

.

9 )
、

(2
.

1 0) 显然满足
.

又 r 几二 ql 京+

q Z

j
.

由尸
,

= 叻 (u 十 r
’

)口r ; / 口qs 算得

P l = 叻空1 / 2
,

P
Z
二 吮空

2

/ 2

因此有

P ; 夕, + P
Z

空
:
一 晓 (空委+ 空孟)/ 2 ~ 口L

r

/ 口t

条件 (2
.

1 1 )也满足
.

因此
,

系统存在广义能量积分

赞
二。l +
餐

·

。
2 一 :

,

一冬
m (。卜州 一 , 一 。。 n 。、

u 笙 1 口望2 ‘

(6
.

4 )

其次
,
将问题的方程正则化

.

容易算得广义陀螺力

厂 l = 2用。空
2 ,

厂
2
~ 一 2川。q l

R o u th方程 (2
.

3 )给出

川壁1 + 巾空1 ~ 叻空1 / 2 + 2。。空
:
+ 凡

,

。壁
: + 叻空

:
二 劝空

2

/ 2 一 Ztn 。女; + 肠

将 (6
.

2 )对t求导数
, 并利用 (6

.

5 )消去女
, 和q

: ,

得

(6
.

5 )

2。。 (
a q ; 一 空

2

)
l + a Z (6

.

6)

将(6
.

6 )代入 (6
.

5) 式
, 并 引入广义动 量

,
我们得到正则方程



变质量非完整系统相对于非惯性系的第一积分与积分不变量 1 4 5

‘

、
‘

!
、

1
.刀护‘
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再次
,
建立变分方程

.

由(6
.

7 )容易得到
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最后
,
寻求问题的积分不变量

.

把问题的第一积分 (6
.

4 )化为正则形式

中
一

~ (P贾+ P孟) / 2。 = h ( 6
.

9 )

由第一积分 (6
.

9 )按照前面提供的方法
,
容易构造 问题的积分不变量

{洽‘
, 1“p l + p

Z
“p

Z

’一 C “n “‘
(6

.

10 )

由 (6
.

7 )
、

( 6
.

8 )结合 (6
.

2 ) 容易验证
,
关系 (6

.

10) 为问题 的积分不变量
.

参 考 文 献

[ l] 刘桂林等
,

变质量非完整力学系统的相对运动动力学
.

力学学报
,

2 1 ( 6 ) ( 1 9 8 9 )
, 7 4 2一7 48

.

【2 』 罗绍凯
,

变质量系统相对于非惯性系的高阶G ib b s一 A p Pe ll 方法
,

黄淮学刊
.

了( 3) ( 1 9 91)
,

n 一

2 1
.

〔3 〕 罗绍凯
.

变质量高阶非完整系统相对于非惯性系的 B一 H 方程
,

科学通报
,

3了( 1) ( 1 9 92)
,

93 一

94
.

[ 4 ] W h i t t a k e r ,

E
.

T
. ,

A T r e a t‘s e o n 才h e A n a l, 才i e a l M
e e h a o i e s o

f P a r t‘e lo s a n d R i g ‘d

B o d ‘e s , 4 t h E d
. ,

C a m b r id g e P r e s s ( 1 9 5 2 )
,

2 6 9一2 7 1
.

〔5 ] D ju k i‘
,

D j
.

5
. ,

I n t e g r a l i n v a r i a n t i二 。 I a s s i e a l n o n e o n s e r v a t i v e d y n a m i e a l

s y s t e m s ,

A e ta M
e e h a n i e a ,

2 3 ( 1 9 7 5 )
,

2 9 1一2 9 6
.

[ 6 」 V u ja n o v i ‘
,

B
. ,

A v a r i a t i o n a l p r i n e i p le fo r n o n e o n s e r v a t i v e d y n a m i e a l s y s t e m s ,

Z A MM
.

5 5 ( 1 9 7 5 )
, 3 2 1一 3 3 1

.

【7 」 刘成群
、

罗诗裕
,

非保守系统的积分不变量及其在现代物理学中的应用
,

应用 数 学 和 力 学
,

6

( 1 0 ) ( 1 98 5 )
,

8 7 9一8 8 5
.

【8 〕 刘端
,

关于完整非保守动力学系统的基本积分变量关系
,

力学学报
,

2 3 ( 5) ( 1 9 9 1 )
, 6 17 一 6 2 5.

〔9 〕 梅凤翔
,

非完整系统的第一积分和积分不变量
,

科学通报
,

36 ( n ) ( 1 9 9 1)
,

8 15 一 8 18
.

〔1 0 ] 李子平
,

非完整奇异系统自勺P o i n 。a r
卜C a r t a n 积分不变量

.

黄淮学刊
,

8 ( 2 ) ( 1 9 9 2 )
,

1一6
.

[ 1 1 ] 罗绍凯
,

非完整非有势系统相对于非质性系的N o e t h e r
定理

,

应用数学和力学
,

12 ( 9 ) ( 1 9 9 1 )
,

8 6 3一8 7 0
.

[ 1 2 ] L u o S ha o 一k a i
,

G e n e r a li z e d N o e t h 。r th e o r e m fo r v a r i a b le m a s s h i g h e r o r d e r

n o n h o lo n o m i e s y s t e m i n n o n i n e r t i a l r e fe r e n e e fr a m e s ,

C h i ”e s e S e ‘e n e e B u lle ti n ,

36( 2 2 ) ( 1 9 9 1 )
,

1 9 3 0一 1 9 3 2
.

[ 1 5 ] H o 一o e e 二0 0 B
.

C
. ,

B a p u a 。。o 、 ,‘、‘e M
e o o 石。‘ 。

M e 二 a ,‘。、 e ,

月 r y ( 1 9 6 6 )
,

4 9一5 1
.



罗 绍 凯

First In te g ra ls a n d In te g ra l In v a r ia n t s fo r V a r ia ble

Ma s s N o n ho lo n o m ie Syste m in N o n in e rtia l

R e fe re n C e Fra m e s

L u o S h a o 一
k a i

(S h a ”9 9 ‘“ N o r 协 a l C o lle g e ,

H e , n a n )

A bst ra c t

T h e f i r s t in t e g r a ls a n d th e i r e o n d it i o n s o f e x is t e n e e f o r v a r ia ble m a s s n o n h o
-

lo n o m i e s y s t e m in n o n 一 in e r t i a l r e fe r e n ee f r a m e s a r e o b t a in e d
, a n d th e e a n o n ie a l

e q u a t io n s a n d tli e v a r ia t io n e q u a t io n s o f th e s y s t e m a re e x te n d
e
d

.

It 1 5 p r o v e d

th a t u s in g the f ir s t in t e g r a l w e e a n e o n s t r u e t th e in t e g r a l in v a r ia n t o f th e

s y s t e m
.

F in a lly
, a s e r ie s o f d e d u e t io n s a n d a n e x a m Ple a r e g iv e n

.

Ke y w o r ds a n a ly tie a l m e e h a n i e s , n o n h o lo n o m i e e o n s t r a in t
, v a r ia b le m a s s , n o n in e r -

t ia l r e fe r e n e e f ra m e ,

f i r s t in t e g r a l
,

in t e g r a l in v a r ia n t


