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摘

本文研究各向异性材料中共线刚性线夹杂
,

(有时称作
“

硬裂纹
”

或
“

反裂纹
”

问 题 ) 的 纵

向剪切问题
。

利用复变函数方法
,

提出了一般问题的公式和某些实际重要问题的封闭形 式 解
,

考

察了刚性线端点附近的应力分布
.

从本文解答的特殊情形
,

可以直接导出各向同性材料相应 问 题

的公式和结果
,

包括某些已有的结果
〔, 〕.

关扭同 纵向剪切 刚性线夹杂 断裂 应力集中 各向异性

一
、

引 言

象在裂纹尖端一样
,

在材料内部尖锐的夹杂端
,

发生严重 的应力集 中现象
.

从固体中非

均匀相的观点来看
, 刚性线夹杂和裂纹是二维问题中片状嵌入物的两个极端

: 当嵌入物杨氏

横量石、 co 时
,

为刚性线夹杂
,

而E , o时则为裂纹
.

这是两个最危 险的极端情形
,

它将引起

严重的应力集中
,

从而可能引起断裂
.

因此刚性线夹杂问题 (有时被称作
“

硬裂纹
”

或
“

反裂

纹
”

问题 ) 对于结构的完整性分析 也是非常重要的
.

随着各种各样的复合材料不断取代传统

材料
,
这个问题越来越受到重视

.

一般地说
,

对裂纹问题的研究 已经 较为充分
.

在最近的工作
。
; } ,

我们纠正了两条共线半

无限裂纹问题的一类经典应力强度 因子公式
二‘’.

这类公式是十分重要的
,

因为它们是较长的

双边裂纹试件的很好的计算模型
.

国内外通用的几本应力强度因子手册都收集了这类公式
,

我国新版的应力强度因子手册已根据我们的工作作了订正
.

关于刚性线夹杂的平面问题
,

已经有了许多研究
.

Li 和 T in g 二z “
、

H ao 和 W u 〔3 ’,

M ar
-

k e n sc o ff 和D u n d u r s 厂们
、

蒋和柳
: 6 , ” ,的工作是最近研究的例子

.

但是对于刚性线夹杂的纵向

剪切或者说反平面问题
,

看来研究还不充分
.

据我们所知
, 仅W

a n g ,

Z h a n g 和C h o u 二, ,
研

究了 各向同性材料中的一条刚性线问题
.

本文试图为各向异性材料中的共线刚性线夹杂的纵向剪切问题提供一个方便工程应用的

分析方法
,

并且提供某些重要实际问题的封闭形式解
.

从本文解答的特殊情形
,

可 以直接导

出各向同性材料中相应问题 的公式和结果
.

. 樊大钧推荐
.
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二
、

基 本 公 式

如所熟知
,

纵 向剪切问题的平衡方程为
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其中 , 是唯一不为零的反平面位移
.

一个广义复变量
二3 :

之s
= x + 5 3夕

C.
‘ ,

C.
5

和 C
S 。

是弹性常数
.

为了求解间题
,

我们定义

(2
.

2 )

5 3
~ a 3 + f刀

3 ,
C
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利用它
,

位移。和反平面剪应力
: : :

和二 , :

能够由一个复变函数甲(
z 。

)表 达
己8 ’:

切

一
二丁认

一
叫

2 3

)一叔瓦)j
~ 4 毛亡

尹
3

(2
.

4 )

了二 :

= 一 [5
3
少 (2 3

) + 亏3
中 (z 。

)]

‘ , z

= 必 (
之 3

) + 巾 (
: 3

)

其中 中 (
2 3

)一 甲
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)

对于无穷远应力有 限的无穷域
,
我们有

中 (
二 3

)二 F + 叻
。

(
2 3

)

其中中
。

(
二 3

)在 无穷远为零
,
厂刻画无穷远反平面剪应力《

:

和叮
: :

(2
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引进普通复变量
z :

z = x + ‘, (2
.

10 )

我们发现在实轴上有
: 3

~ z = x
(2

.

1 1)

这样我们可 以将仅在实轴上有边界条件的广义复变量
2 3

的问题化为普通复变 量
z
的边值问题

。

为分析的方便
,

我们 引进一个新 的解析函数
二“ , ’“’口(z) :

。 (
z
)= 矛(

z
)= 矛又庵) (2

.

12 )

那么对于应力有界的无穷域
,

。 (
z
)一厂斗。

。

(
z
) (2

.

13 )

其 中口
。

(z) 是在口(z) 所定义 的区域内的全纯函数
,

并且在 无穷远为零
.

三
、

问 题 的 描 述

我们 的问题如下
:

在各向异性的无限平面中
,

一组共线刚性线L , (j 一 l , 2 ,

⋯
, 。)沿实轴排列

,
L是 以 a, 和

如为端点的直线段岛的整体
. r ;

二

和 : 下
二

是无穷远反 平面剪应力
.

如图 1所示
.

那么
,

问题 的边界条件为
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其中 t 友示实轴上的点
, 叨 ,

是刚性线L , 的纵

向位移
,

上标 + 和 一分别表示从上半平面和

下半平面趋于实轴的函数值
.

将 (3
.

1) 的两式对 x 求导后相加和相减

得到
:

切‘+ + 功‘一
二 o 在L上 (3

.

2 )

切‘+ 一 功 ‘一
= o 在 L上 (3

.

3 )

其中 。 ‘
= 口。/ 口x (3

.

4 )

此外
,

为了唯一地确定问题的解
,

还必须考虑刚性线的平衡条件
,

假设刚性线上无外载

作用
,

我们有

价1zd 一小
;沁一 “ “

’ . ’
, n (3

.

5 )

四
、

一般问题解答

上述问题可 以化为一个 R ie m a n n 一

H il b e r 七问题求解
.

将 (2
.

4 )代入 (3
.

3 )
,

并且注意到(2
.

1 1 )和 (2
.

1 2 )
,

我们有

巾
+

(t)一口
一

(t )= 少
一

。)一口
+

(t) 在 L上

它可以整理为

[中 (t )+ 口(t )〕
+ 一 [中 (t )+ 口(t )]一

o 在 L上

注意到 (2
.

5) 和 (2
.

1 3 )
,

根据 L io u v il le 定理
,

在全平面我们有

中 (z) 十口(
:
)一厂 + r 一 : 岁

二

代 (2
.

4 )到 (3
.

2 )
,

我们得到

[中 (t)一口。)]
十 + [中 (t )一习 (t)j

一
二 o 在L上

根据文献 〔1川
,
方程 (4

.

4 )的通解为

中 (
:
)一口(

z
)~ P (: )X

。

(z )
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。

(
二
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)
一

告(
二 一。,

)
一

告
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在沿L割开的平面上
,

我们取 X
。

(z) 一个单值技
,

使得
:

lim z ”

X
。

(
z ) = l (4

.

7 )
】; 1 一卜。。

尸(
z
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n
次多项式

:

P (
:
)~ C

. z ”

+ C
。 _ 1 2 ” 一‘+ ⋯ + C

。

(4
.

8 )

这样从(4
.

3) 和 (4
.

5 )
,

我们得到 问题 的通解
:
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最后我们讨论如何确定P (z) 中
n 十 l个积分常数

.

从 (2
.

5) 和 (2
.

有

中 (
:
)一 日(

z
) = r 一厂 + O (1 / 2

)

与(4
.

5 )在无穷远邻域展开式 比较
,
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13 )
,
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,
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,
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其中江 ,
是包围各刚性线L , 的闭围道

.

由它可获得C
。 _ ; ,

⋯
,
C

。

的共
。
个线代数方程

,

从而唯一

地确定这些常数
.

五
、

几个封闭形式解

下面我们讨论 由(4
.

9 )和 (4
.

1 0) 给出的通解对某些有实际重要性的问题 的应用
.

例 1

如图 2 (a) 所示
,

一条从 一 a 到 a 的刚性线
,

无穷远受均匀 的反平面剪应力
.
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,
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利用残数定理
,

我们立即获得

C
。

= 0 (5
.

3 )

回到广义复变量
2 3 ,

我们获得本问题的封闭形式解
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例 2

如图2 (b )所示
,

一个反平面 剪力尸
。

作用于长 2a 的刚性线上
,

平面 的其余 部分 无外载
.

在这种情形
,

通解 (4
.

的成为

中 (z) 二
C

。
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。
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,

我们立即得出

(5
.

8 )
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z : ,
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例 3

o
’
共 两 条等长刚性线

,

无穷远为均匀反平面剪

应力状态
.

如图 2 (c) 所示
.

在这种情形
,
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.
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其中过是包围两条刚性线的闭围道
.
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其中K (k) 和E (k) 分别是第一类 和第二类完全椭圆积分
.

回到广义复变量
二3 ,

我们得到问题的解答
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六
、

刚性线端点附近的应力分布

在本文的最后部分
,

我们试 图对刚性线端点附近的应力分布提供一个较为精细的描述
,

这对于建立断裂准则来说
,

是十分必要的
.

如图3所示
,

在刚性线端点
a
引入极坐标

r和 0
,

那 么我们有
x 一a + r e o s o

, , = r s in s

假定
:
远小于裂纹半长

a ,

则有
2 3
一“ ,

(
二璧一。
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(e o s e+ ; 。s in 。)〕去

以图 2 (a )中的问题为例
,

我们立即获得
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其中R e和 Im 分 别表 示取实部和虚部
.

从 (6
.

3 )和 (6
.

4 )
,

我们可以得出两点结论
:

( l) 在各向异性介质中
,

邻近刚性线端的反平面剪应力奇异性的阶为
r 一蚤

.

( 2 ) 邻近刚性线端的反平面 剪应力既 与

0000挤

刚性线形状和加载条件相关
,

也与材料性质相

关
.

最后
,

我们指出
,

从 本文 解 答 的特殊情

形
,

可以直接导出各向同性材料中的相应公式

和结果
.

例如
,

取
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这个结果与文献〔7〕中的一致
.
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Lo n g it u d ln a l S he a r P ro ble m s o f C o llIn e a r R lg id LIn G

In c lu slo n s in A n ls o t ro Pic Ma te ria ls

J ia n g Ch i
一
p in g

(D e Pa r 亡拼e ”才 o f F I‘g h才犷e h玄e le D e s ‘夕, a n d A PPI该e d M e e ha ”‘e : ,

B e il‘”g U ”‘。 e r s ‘才, o f
_ A e r o ”a o tie s a ”d A s 才r o ”a “才‘e s .

B e ‘ji”g )

Ab str a c t

L o n g it u d in a l s五e a r Pr o ble m s o f e o llin e a r r ig id lin e in e lu s io n s (s o m e t im e s e a lle d

h a r d e r a e k o r in ve r s e e r a e k Pr o b le m s ) in a n is o t r o P ie m a t e r ia ls a r e d e a lt w ith
.

B y

u s in g th e e o m Ple x v a r ia ble m e th o d
,

w e P r e s e n t s the fo r m u la t io n o f th e g e n e r a l

P r o b le m a n d th e e
lo s e d f o r m so lu t io n s t o s o m e Pr o b le m s o f Pr a e t ie a l im Po r t a n e e

.

T he s t r e ss d is t r ib u t io n in the im m e d ia t e v ie in ity o f th e r ig id lin e e n d 1 5 e x a ·

m in e d
.

T h e e o r r e s p o n d in g fo r rn u la tio n a n d s o lu tio n s fo r is o t r o p ie m a t e r ia ls e a n b e

a r r iv e d a t fr o rn th e s P e e ia l e a s e s o f th o s e in th e Pr e s e n t Pa Pe r , s o m e o f w h ie h

a r e in a g r e e m e n t w ith th e e x is t in g r e s u lt s〔几]
.

K ey w o rd s lo n g it u d in a l s h e a r . r ig id lin e i n e lu s io n ,

f r a e t u r e . s t r e s s e o n e e n t r a t io n ,

a n iso t r o Py


