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摘 要

本文采用文 【l] 中提出的修正的 R p 二二oa 一 or oJl o 6 。。 方法
,

研究电机工程中一类非线性振

动方程
,

定量地给出了存在极限环的参数范围以及极限环的振幅
,

并判定该极限环是不稳 定 的
.

这些结果与已知的定性分析结果完全一致
,

从而进一步证实了上述渐近方法的有效性
.

关幼词 非线性振动 极限环 渐近分析 修正的K p , 二oa 一B or 。二。6 。 : 方法

一
、

引 言

强非线性问题的研究是一个非常热门而又颇有难度的课题
.

近年来陆续有人用渐近方法

来处理强非线性振动问题
,

其中文献 〔11 就是一种尝 试
,

该 文 提出 的 修 正 的 K p 。二oB
-

B or 。二 。6o
B
方法在寻求这类问题的首项渐近解时往往十分有效

.

本文试 图用这一方法分析

如下的强非线性振动问题
:

“势一;
X Z

一
奈

(。<

一{
d x

, _ 、 _

【
X (U , = O

。 一

二二一 ‘U , = U I
a r

’ ‘

)

这个问题是在电机工程 中提出来的
,

文 〔2 〕采用 M e Jll
, 。。 K

oB 方法对此作了定性研究
,

(一 )

确定

。一会
一

为系统 (1
.

1)的分支点
,

当 。< 、 聂
一

时
,

该系统存在唯 一 不 稳 定 极 限 环 , 当。

>

会
时

,

系绷
1

.

1) 没有周期解
,

并在周期扰动下 出现浑沌解
.

本文的研究结果定量地证

实了上述分支点和极限环的结论
,

并且给出了极限环的振幅
.

二
、

渐 近 分 析

当 。二 o 时
,

(1
.

1) 式变成

土海市自然科学基金资助的课题
.
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我们求 (2
.

1) 式的周期解
x = x 。

(
a , 甲)

其中 a
为振幅 (常数 )

, 甲为相位因子
,

x0 为切的周期函数
,

不失一般性
,
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设周期为 2二 ,

而
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将 (2
.

2 )式和 (2
.

3 )式代入 (2
.
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,

得到

B 。
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其初积分为
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2 + X “+ X ‘一“
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再积分一次
,

得到符合各条件的解

Kx 。

(
a , 甲) = b 一 a s n Z

(岁
,

k )
,

梦 = 共李甲
兀

其 中
,
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军
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幼 (梦
,

旬是模为掩的J a c o hi 椭圆正弦函数
,

K = K (k) 是模为k的第一类完全椭圆积分
,

而且

可 以证明仅当
a任 (0

, l )
,

b〔(0
, 1 / 3 )时才可能有上述周期解

.

由 (2
.

5) 式可给 出

“一
音
〔3 a 一 2 + “‘一 3 a ‘〕 (2

.

9 )

当 。斗 。时
,

根据文 〔门中提出的方法
,

假设 ( 2
.

1) 的解仍具有 (2
.

6) 式的形式
,

= e A , (a
) + O (。

2

)

只是
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.
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、

( 2
.

11 )和 (2
.

6) 式代入 (2
.

1) 式
,

采取文川 中的近似平均步骤
,

得到
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附 (
a )为文 [ 3」中给出的W r o n s k i行yIJ 式

.
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于是
,
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利用手册 [4 」中的公式求得

J l
(
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其中 E 是模为 k 的第二类完全椭圆积分
.

因为本文仅注意极限环性质的分析
,

对 G , (a) 的形式就不作具体计算了
.

原则上说来
,

可求得确定的 A l
(

a
)和 B l

(
a

)
,

由(2
.

1 0 )式和 (2
.

1 1)式可以解出
a

(t)和甲(t)
,

从而求得问题

的首项渐近解
.

三
、

极 限 环 分 析

由上节的分析
,

我们得到

B 只
丑‘ta ) “

一元。
‘

(乏。斗3 0
2

) L拼“ La ) + “ Z La )」

由A ,
(
。
) == 0求得的根

。。即为一阶近似下的极限环振幅
,

我们取拼在 (0
.

0 5 , 0
.

25 )区间
,

内的若

干个值画出月
, (。 )oc 。的曲线

,

发现仅当拼< 2 / 2 1时
,

曲线与
。轴的 (0

,

l) 段有唯一的交点
,

而

当拼> 2 / 2 1时
,

则无交点
,

也就是说
,

仅当。< “< 2 / 21 时系统存在极限环 (参看图 1)
.

我们从另一个角度来证实这一结论
.

由 (3
.

1) 可见
,

当A ,
(a

。

) ~ o时
,

可得到
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.

2〕

式 中的 k
, E (k )

,

K (k )也取
a = a 。

的值
.

我们画出拼oc a 。

的图 (见图 2 )
,

发现 当
a 。〔(o , l ) 时

,

。单调
一

上升 , 当 。。
(
。,

li m 拼二

2 、
_

_
. 、 , 、

_
, _ .

_ _ _
、 _ _

即少肺
“。早调上升

,

曲且 叫证

2
1 1 111 拼=

o ,

a o叶 i ‘ l
(3

.

3 )

于是
,

我们得出结论
: 仅当。<、会

时才存在唯一的极限环
,

由图 2 中给出的曲线
,

可由

每一个在(
0 ,

异)
中的。值得到对应的极限环振幅

·。
值

.

当。一氛时
,

一
1 ,
。一
音

, * 一 1 ,

X 。

一
音
一“ n h

Z

〔借
( l + ·B l

( 1 ) )」 (3
,

4 )

即为文 〔2 〕中给出的同宿轨道的修正形式 ( 〔2」中只给 出 了。~ 0时的同宿轨道 )
.

10060804020n��U00C�

口 2

为了判定极限环的稳定性
,

需要确定 A ; (a
。

) 的符 号
,

若 A { (o
。

) < 0 则极限环稳定 , 若

川 (a 0) > 0 ,

则极限环不稳定
.

由 ( 3
.

1 )
、

(2
.

21 )
、

(2
.

2 2 )式
,

可 以把 A ;
(a) 写成
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8 )中的 a 取为
a 。 ,

代入 (3
.
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,

。。求得 , ; (
。 。

), 而 又
、

,每一个。。(
。,

子
, 一

、的值
,

‘ 由
‘ 1 1

A
:

(a
。

)一。或 (3
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2 )式确定
,

我们画出月盆(
。

0) OC 。。的曲线 (见图 3 )
,

发现始终有

A 呈(
a 。

)> o

这就证实了所给出 的极 限环是不稳定的
.

(3
.

1 0 )

四
、

结 束 语

以 上分析表明
,

用修正的 K一B 方法研究本问题是十分有效的
,

所 得 的定量结果与前人

的定性结论相符
,

而且还可得 以确定极限环的振幅
,

但尚不能确定极限环的具 体 形 式
,

用

文 「3」中的方法可解决这一问题
,

我们将以另文介绍
.
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