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摘 要

本文给出了一类滞后型泛函微分方程有一个周期解的四个充分性定理
,

其结果明显地优于著

名的 Y os h i z a w a 周期解定理
,

最后给出了应用实例
.

关. 询 滞后型泛函微分方程 周期解 解的有界性

一
、

引 言

滞后型泛函微分方程周期解的存在问题有着很重要的实际背景
,

在理论上也 非 常 有 意

义
,

再加上其本身又具有较大的广泛性
,

例如
,

它包括 了常微分方程
、

差分微分方程和积分

微分方程等
,

因而这一问题引起了国内外众多学 者的高度重视
,

并获得 了一系列 的 研 究 成

果
.

其中
,

Y o shi z a w a (吉泽太郎) 周 期解定理
i ‘二十分著名

,

并且起着非常重要的作用
,

其应用也很广泛
.

二十六年来这一定理一直被普遍认为是最好的结果之一
r Z 一 3 ’.

Y os hi za w a 周期解定理指出
:
如果 (i )时滞 h 小于或等于方程的周期 。 , (i i) 方程的

解是一致有界的 , (i ii ) 方程的解 对于界 B 是一致最终有界的
,

则方程有一个 。 一

周 期 解
,

它以 B 为界
.

但是
,

该定理不仅仅对任意有限时滞 (即时滞 h 既可 以大于周期 。 ,

又可以等

于或小于 。) 的情形毫无办法
。

而且要求方程的解是一致有界的和对于界 B 是一致最 终有界

的条件也相 当苛刻
.

既不易满足
,

又较难验证
.

本文对任意有限时滞的情形证明了
:
若方程的解对于界 B 最 终有界

,

则方程有一个 。 -

周期解
,

它以B为界
,

且当方程自治时
,

还有一个平衡解
,

它以B 为界
.

从而去掉了 Y os hi
-

za w a周期解定理的条件 (i) 和 (ii )
,

并将该定理的条件 (iii )由较强的解对于界B 一致最终有

界减弱为解对于界B最终有乳 同时还 加强了结论
.

因此
.

本文的结果 明显地改进了Y os hi
-

Za w a 周期解定理
,

并使得一些已有的结果均成为本文结果的简单推论
,

例如
,

文 〔3〕的 定

理 6 和定理7
、

文〔1〕号37 的推论等等
.

根据我们获得的上述结果
,

本文还给 出了方程有一个

。 一

周期解的几个判别定理
.
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最后
,

本文给出了应用实例
.

把我们获得的结果应用于 T
.

A
.

B u r to n 教授提出的具

有延迟恢复力的一类反馈系统
,

得到了该系统有一个 。 一

周期运 动 的充分 性条件
,

该条件没

有周期 。 必须大于或等于时滞的要求
.

全文共分 四部分
,

即
:

一
、

引言 , 二
、

定理表述
, 三

、

定理的证 明
; 四

、

应用
.

二
、

定 理 表 述

设实常数 h) o ,
C = C (〔一 h

, 0〕
,

IR
”

)
, x 〔 IR

, ,

lx l是 x 的 范 数
, x .

= x (t + 0)
,

6任

〔一 h
, 0〕

,

对功〔C
,

定义 】引 ~ s u p }功(0 ) !
, 分表示右导数

, x 。

是C 的元素
.

C 是具一致收敛
e C 〔一 h , o〕

拓扑的 B a n a c h 空间
.

F
:

IR x C o IR
,

完全连续
、

关于 t 是 。 一

周期的
, 。> o ,

此处的 h 既

可 以小于或等于 。 ,

又可以大于 。
,

并且滞 后型泛函微分方程

分(t)一F (t
, x .

) (2
.

1 )

的过 (。
,

功)〔 IR x C 的解唯一
定理 1 设 (2

.

1) 的解对于界B 最终有界
,

则

1) (2
.

1) 有一个。一

周期解
,

它以B为界,

2) 若 (2
.

1 )自治
,

则 (2
.

1)有一个平衡解 它以B为界
.

本文关于李雅普诺夫泛函犷 (t
,

从 ) 的规定同文〔1〕、 即犷 (f
,

为) 为纯量连续泛函
,

且关

于 x .

满足局部 L IP s h i七z 条件
.

定理 2 设存在李雅普诺夫泛函厂(t
,

为)
,

其定义在 IR x C上
,

满足下列条件
:

1) a( ixI )( 犷 (t
,

为 ) 对 !x
:

}》H
,

其中 H > 0 是 常数
,

它可以是大的数
,

a( r) 是
:

IR
+

。 }R
+

的连续不减函数
,

对
r > H

, a (r ) ) 0 ,

且 lim a (r ) = + co ,

f es 争 + CO

2 ) 夕
。2

.

1 ) (r
, x :

)( 一 户(t)犷(t
, x ‘

) + g (t)
,

其中函数户(t)

3 )
{:
一, (‘)d ,一 + 一且。(‘) 三”

,

其中 a 〔 ,R 为常数 , 或

g (*)均连续 ,

3)
产

{:
一 , (‘)d ‘一 + OO 且存在常数M

。

和‘
。·

使得当‘》‘
。

时。“, ‘M
O
p “,

·

则 (2
.

1) 有一个。
一

周期解
.

若 (2
.

1) 自治
,

(2
.

1) 有一个平衡解
.

定理 3 设存在李雅普 诺夫泛函F (t
,

衍)
。

其定义在 IR x C 上
,

满足下 列条件
:

1 ) “(}x })簇厂 (‘
, x ‘

)
,

其中b (r )是
: IR

‘

” !R
+

\{”}的连续不减函数
,

气些思 b (
r
)一

+ co ,

2 ) 亡‘
2

.

1 )
(t

,
x :

)( 一夕(t)厂 。
, x 。

) + g (t)犷
“

(t
, x .

)
,

其中函数 夕(t)
、

g (t)均连续
,

a

< 1为常数 ,

3 )
{:
一 , (‘)d ‘一 + 一且存在常数M

。

和‘
。,

使得当 ‘》‘
。

时。“,《M
O
p “,

·

则 (2
.

1) 有一个。
一

周期解
.

若 (2
.

1 )自治
,

(2
.

1) 有一个平衡解
.

定理 4 设存在李雅普诺夫泛 函厂 (t
,

为 )
,

其定义在 IR x C上 满足下列条件
:

‘) b (Ix l)《犷 (‘
, x .

)
,

其中“(r )是 : ’R
‘

” ’R
‘

\{”}的连续不减函数
·

且碧孔
〕

b (
r
) -

十 , ,
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2 ) 夕(:
.

1 )
(t

, x ‘

)《 一 夕(t)F (t
, x 。

)+ g (t)犷
a

(t
, x :

)
,

其中函数 夕(t)
, g (t)均连续

, a

> 1为常数 ,

3 )
l;
一 , ‘, , d ‘

一
且存在常数M

。

> 0 和常数 ‘。
,

使得当 ‘》‘
。

时。“, ( M
O
p “, , 或

3 )
,

l:
一 , “, d ‘

一
且

l
‘

(卜
a )。(: )e x p

「{
‘(卜

a ), (。)、。1
、。

_

li 见竺一一一一下阿牛些, 一了, , 不

一
一 + co

.

‘

一’一 “x p L}
『

(1 一 “ )p (”)“”]
则 (2

.

1) 有一个 。 一

周期解
.

若 (2
.

1) 自治
,

(2
.

1) 有一个平衡解
.

三
、

定 理 的 证 明

1
.

定理 1 的证明 滞后型泛函微分方程 (2
.

1) 的过 (。
,

动 〔 IR x C 的解 在 IR
”

空间中

记为 x (x
, a ,

动
,

在 C 空 间中记为 x .

(a
,

动
, 。 为初始时刻

,

T (t
,

司 为 (2
.

1) 的解映射
:

T (t
, a )功= x .

(a
,

功)
,

功〔C
, t > a , a〔 IR

.

则对 V t〔 IR
+ 、

V 功任C
、

V 口〔 IR 以及 丫 s〔 }R
+ ,

有T (a
, a )功二x 。

(a
,

功) = 功
.

T (a + s + t , a + s
)T (a + s , 。)功== T (a + s + t , a + s

)x , + ,

(a
,

功)

= 义 , + 。 + .

(口+
: , x 。 , .

(a
,

功))二 x , + , + .

(a
,

功) == T (a + s + t , 。)功
.

T (a + 。 + t , a + 。)功=

x , + 。 十 .

(a + 。 ,

功)
,

当 t= o时
, x , + 。 + .

(a + 。 ,

功)~ x , + 。

(a + 。 ,

功)= 功
,

因为T (。+ t , 。)功-

x 。 + .

(a
,

功)
,

当t = o时
, x 。 + .

(a
,

诱)= x 。 十 。

(。
,

功) = 必
,

由于F (t
, x 。

)关于 t是。
一

周期的
,

并

且方程 (2
.

1 )的过 (o
,

诱)的解又是唯一的
,

所以 x , + 。 十 .

(。+ 。 ,

功)三 x , 十 .

(a
,

功)
,

故 T (a + 。

+ t , a + 劝价= T (a + t ,

a) 功
.

由假设及连续依赖性定理知 x 。 + .

(。
,

动 是连续的
.

因此
,

方

程 (2
.

1) 生成一个在 B a n a c h空间C上的。
一

周期过程
.

对于C上的动力系统 {T (t)
: t> 0 }

.

如果存在序列 {e
。

}g C
,

{t
。

}g (o
,

co )满足 T (t
”

)
e 。

二‘
,

h m t ,
= o ,

并且 {c
”

} 的某 子列收敛于
c 。,

我们知道
,

这时
c 。

是一个平衡点
.

对于 t》

a ,

我们把解映射 T (t
, a )写成

: T (t
, a ) = D (t

, a )+ A (t 一 a )
,

其中D (t
, 。)

: C , C
, t》

u ,

为

D “
, 。 ,““, 一{

功(o ) (t + 8< a )
.

。(。) +

{:
‘ ’F (·

,
T (一

)功)d一

(t+ 6》a , 一 h( 0或0 )
.

A (t)
:
C , C

, t》o 为

A “, ““, 一

{
功(t + 0)一功(o)

o (t + 8 > 0 ,

(t + 口< o )
.

一 h《0簇。)
.

对于 t》a ,
D (t

,

a) 是条件完全连续的
.

算子A (t) 对每个 t》o 都是 C 上的一个有界线性算

子
,

并有
: A (t+

r
)二 A (t)A (

:
)

, t》o , r
> o , A (t) = o , 亡> h

.

于是
,

T (t
, 。)

, t》a + h
-

是条件完全连续的
.

如果在C 上的。一周期过程U 是条件压缩的
、

有一个有界集刀g C使得 lR

x 石吸引C的点
,

并且对某整数N
,

D (0
,

N 动 是条件完全连续的
,

我们知道
,

这时方程 (2
.

1)

必有一个。一

周期轨道
.

因此
,

对于方程 (2
.

1) 生成的一个。
一

周期过程认 如果存在一个有
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界集 B g C 使得 IR x 石吸引 C的点
,

则方程 (2
.

1) 必有一个 。一

周期解
,

特别地
,

如果方程

(2
.

1) 是自治的
,

这时它必有一个平衡解
.

由于方程 (2
.

1) 的解 川 a ,

哟 (t) 对于界 B 是最终有界的
.

所以
.

对V (a
,

衬〔 }R x C
,

存在常数忍
。

(a
,

功)
,

当 t笋a + z
。

(a
,

功)时有 i二 (a
,

价)(‘) }< B
.

取石一{
: 。〔C

,

}必I《B }
,

则刀是C 中的一个有界集
.

当 t> 忑
。

(a
,

句 + h时
,

必有 t + 二 + e》派
。

(a
,

们 + 。 , 一 h《0《0
.

所以
,

当 t> 忍
。

(a
,

哟+ h 时有 lx
。十。

(a
,

初 }< B
.

故对 V 。< 0
、

V a〔 lR
、

V 功〔C
,

都 存 在

常数 石。 (a
,

功) + h
,

对 t》忑。(a
,

功)+ h
,

有

(a + t ,
T (a + t , a )协)== (a + t , x 。 十 .

(。
,

功))

g { (云
, 云)

:
(云

, 。)〔 IR x C
,

d is七(IR x 石
,

(己
, 云))(

。}

里竺
二

J (l尺 x 刀
, 。

)
.

即存在一个有界集刀g C使得 IR x 石吸引c 的点
.

于是
,

方程 (2
.

1) 有一个 。 一

周期解 x l ,

如

果方程 (2
.

1) 是自治的
,

则方程 (2
.

1) 有一个平衡解 x 2 .

再 由解对界B 的最终有界性
,

即知 xl

与为均 以B 为界
.

故定理 1 得证
.

证毕
.

2
.

定理 2 的证明 对 V a 〔}R
、

V 功〔C
,

由不等式

夕、2
.

; )
(t

, x .

)《 一 P (t)犷(t
, x .

)+ g (t)

成立及 e x p

l{:
,

(E)d
‘
」的非负性便有

不等式

〔。(:
.

1 )
(, , X .

)+ , (, ): (,
, X ·)〕e x p

ll:
, (‘)d ‘]

、。(, ) e x p

l{:
, (: )d : ]

成立
,

亦即不等式

。(2
.

1 ,
(, , X :

)
·

e x p

! {

成立
,

故不等式

d 「

d t L

成立
,

便有不等式

‘ q “, e x p

【

犷“
, x 。

, e x p

l

:
, (‘, d “」

+ 犷 (,
, X ·

)
备

e x p

〔J:
, (: )d :
」

{:
, (: )d : ]

{:
, (: )d : ]、

。(,)e x p

〔I:
, (: )d :
」

F (‘
, X ‘)e x p

〔{:
, (; )d ; 」

一犷 (。
,

功)

、
{:
。(: )e X p

〔{:
, (。)d 。」

d :

成立
,

所以有

犷 (t
,

为)(

厂(a
,

, ) +
{:
。(: )e x p

l{:
, (。)d 。」

d :

·x p

!!
J

:
, (“, ““]

(3
.

1 )

由定理 1 下面只需证 (2
.

1) 的解在定理 2 的条件下是最终有界的即可
.
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如果
{:
一, (t, d ‘一 + OO且。(‘, 三 ”

,

贝”存在常数 r Z
‘“

,

‘,
,

使得” ‘》“+ r Z
‘“

,

‘, 时有

犷 (a
,

功)
。X p

[{;
, (‘, d ‘〕

一

< a
(H + 一) (3

.

2 )

则当 t> a + T :
(a

,

妇时有

}x (口
,

功)(t)}< H + l

若不然
,

则存在 t ; > a + T :
(a

,

刃
,

使得

,x (a
,

功)(t
l
) 1) H + l

于是由 (3
.

4 )
、

(3
.

1 )和 (3
.

2 )式有
a
(H + l)《

a
(lx (a

,

功) (t
l

川《犷 (t
l , x * : )

(3
.

3 )

(3
.

4 )

犷 (。
,

妇

一p

fJ犷
, “, d ‘〕

<
a
(H + l) (3

.

5 )

即

矛盾

a
(H + 一)<

a
(H + l) (3

.

6 )

如果
{:
一 , (‘)d , 一 + 一且存在常数M

。

和 , 。,

使得当‘> ‘。 时。“,、M
。
, “,

,

贝“当 ‘》‘
。

时

由 (3
.

1) 式有

犷 (t
, x .

)《

: (。
,

, ) +
打

。 。(: )一 p

〔{:
, (。)、。]

“: +

J;
。。“, 。X p

l{芝i夕i竺卫业
。X p

【{:
, (‘, d ‘〕

《厂 ‘: 丝士业

: (。
,

, )+
{:0

, 信些
X p

ll:
, ‘。, d ,

〕
d “+

I二
M

。, (“,一 p

幽州卫梦
一p

〔{:
, (: )、: ]

““, 。X p

l{:
p ‘。, “。]

“‘+

{:
。

M
。
“。X p

[{:
, (

咧
r..J.r.L

e X P
, (: )‘:」

[
犷(a

,

, )+

{
+ M

。

(
e x p

·

+

{少
““,一p

l{:
p ‘·, “,

〕
“‘

_ _
.

〔{:
, (: )d “〕

一 e x p

l{犷
, ‘“) d‘p」(

e x p
【l

, (。、。公
一 ‘

因为 h m a( r) 二 + co
,

所以存在常数石) H + l ,

使得

a
(万)> M

。

于是存在常数 全2
(a

,

初
,

使得当 t> a + 全:
(a

,

妇 时有

(3
.

7 )

V (‘
,
二)《l

犷‘a
,

‘, +

{犷
。‘“, e X p

[{:
,

钾, “”

]
““

_
.

_
,

, ,

+ M
。

(
e x p

「{:
, (“, d‘〕

一 e x p

【)犷
p “, d “l)l(

e X p
L}

<
a
(石)

则 当 , > a + 全: (a
,

功)时有 lx (。
,

功)(t) l( B

若不然
,

则存在 tZ
》a + 全:

(a
,

功)使得 Ix ‘a
,
功)(t

Z
) I> 刀

p “, “‘
〕)

一 ’

(3
.

8 )

(3
.

9 )

(3
.

1 0 )



5 4 赵 杰 民 黄 克 累 陆 启 韶

于是由(3
.

10 )和 (3
.

5 )式有
a
(刀)《

a
(Ix (a

,

功) (t
Z
) })《厂 (t

Z , x tZ ) ( 。
(刀)

即 a
(刀)<

a
(刀)

矛盾
。

所以
,

在定理 2 的条件下 (2
.

1) 的解是最终有界的
.

证毕
.

3 定理 3 的证明 V (a
,

功)〔 }R x C
,

由

夕。2
.

1 )
(t

, x ‘

)《 一 夕(t)犷 (t
, x :

) + g (t )犷
O

(, , x .

)

有
备

〔。 !一 (, ,

二)〕、 一 (卜
· ), (, ) :

1一 (, ,
二)+ (卜

·)。(, )

与定理 2 的证明过程类似
,

我们可以证明下面的不等式 (3
.

13 )成立

犷‘一 a

(t
, x ‘

)《

口
_

「「寸 ,

厂 ‘一。

(a
,

功) + J
。

(‘一 “)“(占)“x pLJ
,

(‘一“)p (“)““Jd 君
e x p

【{:
(‘一 , , “, d “]

(5
.

1 1)

(3
.

12 )

(3
.

13 )

同理
,

我们 也可以证明当 t> t。时下面的不等式 (3
.

14 )成立

:
!
一 (,

, x ·

)、 (
犷

1
一 (a

,

, )+

广
(‘一)。(‘, e x p

f芡
(‘一) , (, )d司

d :

+ M
。

(
e x p

【{:
(‘一 ), ‘。)d 。

」
一 e x p

【I全
“一), ‘, )d ,

公)
(一

p

l{:
(卜

· ), (‘)“‘
])

一 ‘

由于 lim b (
r
)= + oo

,

所 以 存 在 常数 B 赞
> o 使 得 b ‘

一 “

(B
朴
)) M

。,

f ~ 争 + C心

(3
.

1 4 )

又 因 为 1 一 a > 。且

f
一 , (t) 一 + 一 所以存在常数Ts(

。 ,

&), 使得当 t》口+ T
:

(a
,

哟 时有

犷
1 一 a (, , x :

)、 (
F

!
一 (。

,

, )+
J:0

(卜
a )。“)e x p

〔I:
(卜

a ), (, )d 。

」
d :

+ M
。

(
。X p

l{:
“一, , ‘。)d 。

」
一 e x p

[J全
“一 ), ‘。)d 。}))

·

(一
p

【I:
(卜

a ), (: )d ‘
〕)

一 ‘< “‘一‘B
·

,
(3

.

15 )

则 当 t > a + T 。
(a

,

哟 时有

}戈 (a
,

价) (t) }< B .

若不然
,

则存在 t :

) a + T
:

(。
,

哟使得

}x (。
,

必) (t
:
) l》B ,

于是由(3
.

1 7 )和 (3
.

15 )式有

b‘
一“

(B
赞
)成b

‘一 “

(}x (a
,

功)(t
3

川邵
’一 “

(t
。 , x * ,

) < b ‘
一“

(B 朴
)

即 b‘
一 a

(B
朴
)< b ‘

一 a

(B
朴
)

矛盾
。

所以
,

在定理 3 的条件下 (2
.

1) 的解是最终有界的
.

由定理 1 ,

定理 3 得证
.

(3
.

1 6 )

(3
.

1 7 )

(3
.

1 5 )

(3
.

1 9)

证毕
.

定理 4 的证明 V (。
,

价)〔 }R x C
,

由

夕。:
.

; )
(t

, x .

)《 一 夕(t)犷 (t
, x .

) + q (t)犷
“

(一
,

d
弓于 [犷‘一。

(t
, x . )〕》 一 (l 一 a )P (t)F

‘一 “

(t
,

d t ‘
’

、 . ’ ” . , J

犷
、 ‘

一 , 之 、一 尹 r

x . )

义 .
) + (l 一a )口(t)
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同理可证下面的不等式 (3
.

20 )与 (3
.

2 1) 式都成立

犷‘一 “

(t
, 义 .

)》

犷
1

一 (。
,

, ) +

{:
(‘一)。(“, e x p

l{:
(‘一 , , ‘, )d ,

」
d ‘

e x p

l{;
(‘一) , ‘。, d 。」

(3
.

2 0 )

r r f . 「 f考
_ _

_

,
_ _

F ‘一 ‘

(‘
, x .

)> 〔犷
‘一“

(a
,

必)+ 厂(’一“ )“(省)“x p [}
,

(‘一“ )户(”)d “J
d 省

+ M
。

(
e x p

l{:
(卜

a ) , (。)d ,

〕
一 e x p

【{全
(‘一) , (。, d 。

」)〕
·

(一
p

l{:
(卜

a ) , (。)d 。」)
一

“当
‘》‘

。

时 , (3
.

2 1 )

因为 h m b (r ) = + co
,

所以存在常数石> 0 使得 b
“ 一 ’

(匆 >
, 叫 ~知 + 〕J M

。

,

即

M0>
石不
标

·

又因为

‘
一< 。且

{:
一, (‘, d ‘-

一
所以

,

存在常数T 4
(。

,

, ,
,

使得当 ‘> 。 + T 4
(。

,

, )时有

犷! 一 (, , X ·

)) l
犷 !一 (a

,

, ) +

{全
(卜

a )。(“)e x p

l{:
(卜

a ) , (。)d。

]
d :

、.声、.夕
‘

均‘OJO曰n‘

+ M
。

(
e x p

lJ:
“一 , , (。)d 。

」
一 e X p

【{全
“一) , (。)d ,

」)]
·

(一
,

l{:
“一 , p ‘, , d 。

〕)
一 ‘

、者面
则 当 t》a + T

.

(a
,

妇时有

}戈 (a
,

功)(t) }< 刀

若不然
,

则存在 t’》a + T
‘

(。
,

哟 使得

}x (a
,

价) (t
一
) }》石

于是由(3
.

2 4 )和(2
.

2 2 )式有

b
。 一 ‘

(石)《b
。 一 ’

(}x (a
,

功)(t
一
) })《F

“ 一 ’

(t
‘, x *‘)< b

“ 一 ‘
(石)

,

矛盾
.

(3
.

2 4 )

如果
l:
一 , (‘, d ‘

一
且

户
‘

.
_

‘

「r心 1

l (l 一 a ) q (蜜)e X p ll (l一a )P (呀)d 刀 ,d舀
.

丝见
碑

一
一不不, 丝午, , , 万

一
J

一
二 + OO

’

一
”X pLJ

,

(‘一 a ) p (, )d 刀J

由不等式 (3
.

2 0 )知
: 当 t , + co 时

,
犷(t

, x .
), o ,

因为 lim b (
r
)== + co

,

f 一》 + 之兀〕
所 以 存 在 常数

川zs)臼O

B. > o 和常数全
‘
(a

,

们
,

使得当 t》 a + 护‘(。
,

哟

犷(t
, x .

)< b (B. )

则当 t> 口+ 犷.
(a

,

功) 时有

}x (a
,

功)(t) 1( B -

若不然
,

叨存在 活
‘
》 a + 全‘(a

,

们 使得

{x (a
,

砂)(云
一
) }》B -

于是由 (3
.

2 7 )和 (3
.

2 5 )式有

即 6 (B
一
)《b (}x (口

,

功)(忍
一
) {)《犷 (云

一 ,

时有

(3
.

2 5 )

(3
.

2 6 )

X , ‘

)< b (B. )
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b (B
.
)< b (B

一

) (3
.

2 9)

矛盾
.

所以在定理 4 的条件下 (2
.

1) 的解是最 终有界的
.

由定理 1 ,

定理 4 得证
.

证毕
.

四
、

应 用

考虑反馈系统
t . 〕

艺(t)+
a 分(t) + g (x (t一

:
))= P (t) (4

.

1 )

其中 P (t) 是外力
,

川x( t一r) )是延迟恢复力
,

时滞
T = c o n s七> o ,

摩擦与速度成比例
, a =

c o n s t) 0
.

由本文定理 l 可以得到下面的讨论
:

如果

l) P (t) 是周期为 。 的连续周期函数
, g 是连续可微的 ,

2 ) h m g( x) s g n x 一co 且存在一个包含原点在内的有界集 口 使得在口的补集 口
“

上
l川 咔OO

! g
‘

(戈) 1《
e ,

3 )
r c < a ,

则 (4
.

1) 有一个。一

周期运动
.

特别地
,

当 p (t ) = K = C O n s七时
,

在上述条件下
,

(4
.

1) 有一

个常数运动 x = c 。,

并且常数
c 。

由

g (
c 。
) = K (4

.

2 )

给 出
.

实事上
,

由条件2 )知必存在包含原点在内的有界集 口
1 ,

使得在 口,
的补集 习f 上不等式

},
,

(二) ,、
·和
{:
。‘“)d“> “ 均成立

.

在“‘X ‘R 上取

: 一

合
。2

+

{:
。(: )d : + 普{{

,

f
十 。。2

‘·)d
·d ·

(4
.

3 )

为 (4
.

1) 的等价系统

毖 = 夕

,

一
。一 。‘X ) +

J{
, 。“‘x “+

·
))v“+

·, d ·+ , (‘,}
(4

.

4 )

的Jl a n y H O B泛函
,

则在口贾x IR 上有

亡。‘
.

‘, 一。, + 。(x ) * + 冬{
。

[。“(, ) 一。
2

(, + :
)〕J

s

‘ J 一 下

一。

l一
。一。(X , +

J{
,

。“(X (‘+
·

, )。“+ ·, d ·

+ 。(x )。+ 冬
‘J 〔9 2

(t) 一 9 2
(t+ s )〕d s

飞!IJ

P+

一
。2

+ ,

卫
,

。; (X (‘+
·
))。(‘+

·)d ·

+ 。夕(, ) + 冬
‘卫

,

[ 夕
,

(t) 一 , 2

(t +
s
)〕d

s
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、一
。2

+

J:
,

,。(‘)日。; ‘X “+ ·
))日v (‘+

·
) }d

·

+ 。, (‘)+号J〔
,

〔。
2

(‘卜
, 2

(, +
·
)〕、

·

、一
。: +

J{
二

,。“, ‘
·

,。“+
·
) , d

·

+ 、 (, )+ 音J{
,

〔, 2
(‘卜

。2
(‘+

·
, 〕d

·

、一 。2

+

{{
,

号〔
。2

“, + 。
2

“+ ·
, 〕d

·

+ 。, “, + 普l{
,

〔。
2

(‘卜
。2

(, + ·)〕、·

一
。2 + 二v Z

+ 。, (,卜一

[
·

一
夕

了
’1

0 2

、 一

卜一兴汗」
‘

由于不等式 。< a 一 r c 成立
,

并且 P (t) 是连续的周期 函数
,

因此
,

必存在包含原点在内的有

界集 口 : 卫口: 和正常数 拼,

使得在 口 ; x lR 上有不等式

、
一。 一

喂黔
成立

.

于是
,

在 D ; x !R 上有

夕(

⋯
,
《一拼, , , 拌= e o n s t > 0

.

所以
,

(4
.

4 ) 的解的 , 坐标对某个常数 刀是最终有界的
.

如果 }川《夕
,
犷; 二犷+ ,

,

由于 P (t) 是连续的周期函数
,

故必存在常数 K
l> o ,

使得在

。 ; x IR 上有 夕: ‘

⋯
, 一夕。‘一》+ 纷

一
, : + 。

l:
, 。: (x “+ ·

))。(‘+
·
)d

·

+ 、(, )+ 冬(
。

〔。
2

(, ) 一。
:
(, + ;

): 、
; + 「

一。 。一。(x )
’

“ 一 、 ‘ ’

Z J
一 , 一“

、 产 。 、 ’ 一 ‘ “

一
’

L 一 口 。 、
一 ’产

+

{{
, 。; (x (‘+

·
))。(‘+

·
)d

·+ , “) ]、
一。‘x , + ‘

1

由于当 x , oo 时
, g (x) , oo

,

所以
,

我们能够选到常数 B ,
> o ,

使得当 x ) B l
时有亡

; 。‘
.

‘)
《

一 0
.

5 ,

因此
,

存在常数 a l> 。,

使得(4
.

4 )的解的 x 坐标在 }川《刀内有 x 《a ; .

同理
,

如果 !gl ( 夕
,
厂

2
= V 一刀 ,

则必存在常数 K
Z> o ,

使得在 口互x lR 上有

夕: (二 ‘) == 夕(‘二 ) 一夕

一
。2

+ 。

{{
,

。: (x (‘+
·
))。“+

·
)d

·+ , , “,

+
彗{:

,

〔, 2
(‘, 一 , 2

(‘+ ·
)」d一卜一

。(X ) +
J
’ 。; (x (, + ·)), (, + ·)、·

+ , “,
」
、。(x )+ K

Z
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由于当 x , 一 oo 时
, g (x) , 一 oo

,

所以
,

我们可以选到 常 数 B
Z

> 0 ,

使得 当 x 《 一B
Z

时 有

夕: 。二 ‘,
《 一 0

.

5 ,

因此
,

存在常数 a Z> 0 ,

使得 (4
.

4 )的解的 x 坐标在 !川《月内有 x > 一 a : .

综上所述知 (4
.

4 ) 的运动最终有界
.

所 以
,

(4
.

1) 有一个。
一

周期运动
,

当P (O = K 时
,

(4
.

1) 有一个常数运动 x = c 。 ,

由 (4
.

1) 知常数
c 。此时由 (4

.

2 )式给出
.
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