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本文研究二阶线性常微分方程
,

渐近解的完全表达式
.

关. 祠 一致有效的 渐近解

摘 要

使用广义A ir y函数得到了方程在转向点附近形式一致有 效

转向点

一
、

月U 舌

在文【l] 中我们已经介绍了转向点的概念
,

一般来说
,

二阶线性常微分方程

念
一 +

代舒
(x) “

一 ‘

)
“一 ”

Q
。

(x )的零点称为此方程的转向点
,

其零点的阶数称为转向点的阶数
.

本文 [l ] 中我们仅仅得到渐近展开的第一项
,

关于高阶近似
,

难度要更大得多
.

对于单一转向点的情况
,

其一阶转向点的高阶近似
,

很多的人从事过研究
,

如 L a n g er

(1 9 4 9 )
,

Ch e r r y (1 94 9 , 1 9 6 0 )
,

O lv e r (一9 5 4 )
二2 ’.

其二阶转向点的高阶近似也有不少的人从事研究
,

如 M e k e lv e y (1 95 5 )
3 ’,

M o r ig u e h i

(19 5 9)
〔4 ’,

L y n n 和K e lle r (1 9 7 0 )
二”

.

我们研究二阶常微分方程

d
Z夕

. 。 , 2 _ , ‘
.
、 , 1 _ ,

‘
, 、 ,

一
n

习又厂甲 L几 , ‘、人 ) 丫几 , 2
协

’ 几) “J 一
” (1

.

1 )

其中 g ;
(x ) = (

x 一拼)
”

f (x ) (f扭)牛 0 )
, n
为正整数

, 拼为一实数
,
几为大实参数

,

f (x )
,

q :
(x

,

幻为实变量大的实函数
,

又假设f (x) 在“ = 。的一邻域 }“ 一川 < 乙内解析
, q :

(x
,

幻对 x

为解析的

。2

(x ,

久)二乙 。‘(x )几
一 ‘

(此时。
。

(x )羊o ) ( 1
.

2 )

.

丁协平推荐
。
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其 中 q ‘(劝均在邻域 }x 一川 < 占内解析
.

或者

。2

‘一 , , 一专柔
。“·, ‘一

(1
.

3 )

我们应用广 义 A ir y 函 数
,

得到了方程在转向点附近形式一致有效渐近解的完全表达

式
,

以这个形式解为其渐近解的真正解的存在性问题将在另外的文章中讨论
.

二
、

广义A iry 函数

在 文川 中我们介绍了广义 Ai ry 函数概念
,

这些都是整函数
.

2
.

1 若 , 为奇数

定义第一类 A ir y 函数如下

A i

一

⋯
2扩元千厄c o s

兀

2 (
, + 2 )

。卜
一

藏
一

(择
2

笋)

1 2 丝华 、1

一 z

击气杆厄“
‘

夕」

l

2研石干厄
矛

一- 斌二牙

2 (n + 2 )

(
z
> 0 )

f
‘一

击偏卜 z)
勺

1 2
, 、

丝十鱼、1
十 J 一 吸丁 不 二叹一 z )

2
, l

” + 2 \几 , , 乙 I J

(
: < 0 )

定义第二类A ir y函数如下
:

2 斌云耳厄 5 in
沙

一
”

;
一

(命并)
2 (

。 + 2 )

+ I」
了 2 , 士2

. 一- -丁- 下 Z 乙

\件+ 2
(
二
> 0 )

一2斌, IJ

B i
。

(
z
)~

2斌。 + 2 5 lfi 二丁丁下二厂反 ‘

乙 气刀 月
. 乙)

、、巨
一

燕
一

(燕
‘一 z)
哟

l 2

一 J 1 1 一一二一

丽不f 、月十

二
(一 z 、一

2

2
、 )〕 ‘

·< 0 ,

其 中

2
.

2

J
,

I均为 B ess el 函数
.

若 。 为偶数

定义第一类 A 计y 函数如下
:
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(
1

,
_

「
;

‘ 2 。:
· 、

}
2 斌

雨
。。 :
一三

,-

_
‘ ·

l
一
‘ 一

燕 、砰, 君
一

)

1
-

:
、

一
,

1
r

I Z 丝少; 、1
_ _ 、

I 一 J I 吸一一下一二 2 2 1 1 (之
,

多U )
A : , 、

才 石不「 、。十 : / 」
、 -

八
1 , 气之 ) ~ l

;
_ _

二

l

_
,

— 「r 了 2
,

厂
,

玉些、

l
。 ,

一 一
。 二 材 一 “

L
‘ 一

上饰干厄
、一 ‘ )

一

)
. ‘

V n
.

十 艺 , u o
一

又一了二一厂二厂
” 十 乙

-
·

}
- .

乙 、介 ? 乙,

1
. r

, 2
, 、

丝十鱼、1
_

l 十 J _ 卜
_

l 萝二es二 (一 之) 2 于l (之< 0 )

气
“ + 2 “n 十 艺

月
’ 一 ’

定义第二类 A ir y 函数如下
:

(
l 。

,
/ :

、
、

l

—
斌万产J

l
妞二二二下 2 2

三
!

。 , 二一 i
、

。 ; ” 兀 份 z
L一

石
姿不、”+ 2 “ I

1 2以 n + 2 S ln 下几: 厂厂矛下 ‘ 一。 + 2 、 · , · -
·

l
一即 ” ’ ‘

一
2 (”+ 2 )

,
. ,

1 2 . + 2 、1
_ _ .

l + I : I
es

4 二z 二王几 1 1 (z
) 0 )

)
’

一才牙、”+ 2 - 一

月
、一

2
一 产

B i
.

(2 、= \

f x r
,

2 2 “七2 、

l

—
二一 - 一斌几 ! J l ‘

_

下
。

(一 z ) 万 、
!

。 ,

一
二 。 ; ~ 丫 ~ 一 z

L
-

一于二、月+ 2 、 ‘产 一
)

1 2 以 n + 2 s ln
讯

_

~
‘ 一 。 + 2 ””

一 z

l
’

! ‘

”
一 2 (n + 2)

’

-

.
,

1 2
, 、

些鱼
~

、1
, _ _ 、

l 一 J _ l
_ 叹二七下 (一

二)‘沂
~

、l (二< 0 )
L

一
而; 「、”+ 2 ‘ 一 ,

月
‘一 、 一 ‘

A i
.

(
:
)

,

B i
。

(
z
)均满足方程

d : v

二矿,
一‘

+ 吸一 l ) . z n v 二 U
a 名 ~ (? l)

2
.

3 若 n 为正偶数

定义第一类修正 A ir y 函数如下
:

r里

r.

ee

1

一

⋯
2双石干厄e o s 互

、、

巨
一

击偏
·

2 (
n + 2 )

一 ‘;
2

喘芹)了
l

(
二> 0 )

2斌石耳范 e o s
万一一斌二三

I 2
. 一一兀一二 吸一 Z J

、月十 艺
、

2 (
n + 2 )

1 2
, 、

州生\ 1

十 1

击火石干厄叹一刁
2

)J (
二< 0 )

定义第二类修正 A ir y 函数如下 :
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1

一

⋯
2斌元平乏s in

r /
_

/ 2 烈终、

亘二矿几U 一
击气不而

2 ‘

)
2 (

” + 2 )

+ ‘击(扁
·

誉)」 (
二
> 0 )

l
~ 矿

~

二万
~ J

-
_ 夕 _ J‘

艺M ”十 2 s l n 不几二爪厂又犷
‘ 气‘. , . ‘少

卜
一

击(命
(一 z)

勺

一 I击(扁
(一。粤)〕 (z<

0)

IA i
。

(
z
)

,

IB i
.

(
z
)均满足方程

d : v _ _

一万丫不, 一 2 . p = U
a 汀~

(2
.

2 )

三
、

La n ge r变换

对 (1
.

1) 进行 L a n g er 变换
.

即令
z = 协(x) (设价(劝 为单调增函数 且 尹 (劝 > 。,

砂(户) ~ o)
v 二叻(x ), (x ) (叻(X) 二斌了而

.

)

则 (1
.

1) 变成

d 名v

, z d

当q :
(劝 > 。时

,

兄q : ~

吏二1
功

声.

」
, 二 0岁�功3一4

+
(x一少。

一护护
r..L

+

令

功
, 2

~ !引
’

即斌盯二 !必}手尹

当 q :
(x) 《O时

,

一 q l

功

故x ) 拼时
,

当 g ;
(X) > o ,

令

一 }引
“

即澎二
目

可= }功}手尹

(使价> 0)

则

、鞋澄
一

份、
、·

,

‘一【
一

粤丈
、

而
“·

〕洽
q l (x) ‘0 ,

则

锚粉
劝华 一

{:
“二不不了d ·

‘一尸荟
-

{:
、

~
.

而荡不司击
而x 《拌时

,

(使功《0)

若q : (x) > 0 ,
则
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2

n + 2
(一功)丁 = 斌 玩(可

一

d ‘
,

初
一
“

于九一ql斌
r
...
J

诱=

q l
(戈)《O ,

贝叮

”+ 2

2

2

n + 2 (一功)丁 {斌 一 q ,

闭 dr
,

r n + 2 「
‘ ,

—
一

一 ,

1
‘

头
诱二 一

L代
止

一

}
二

斌 二玩向
一
“‘」

“ + 万

总之
z ~ 功(x )在x ~ 拼的邻域内为一解析函数

,

因而令

且功
‘

> 。
.

岁一功”(z, 幻一甲于 + {了 、一 ’ ‘

, 一 功几
’

几

( l ) 若q ,
(
x
) = (x 一 拼)

”

f (x )

当x > 召时
, 口1

(x )《 o ,

则

了多
、 4

刃
/ “

功“ )
贝。, (

之 ,

几, 对 ·
为解析的

.

因为

,

解析 函数f (x) < o , n
为偶数

.

, 一[架今{:
、一卜、 ,

、刁
“

2

由于

「
苦

_ _
_
_ _ _ .

—
_ _ _

2

J
,

心 一 (‘ 一川
”

f( 约 “丁 = 以 一 f( 幻
一

石干泛

又 因

(x 一 拼)万 (l‘( 牙成
x 、 .

{
’

、 : (r : 。)
·

, (: ) 、一 !
’

(
二 一。),

「
、

一

刁 (。)

rd
,
1
1

.--J

. . .

d
,

—
_

一
十万于M 一 j (司 (

r 一 拼、+

T = 户

一斌 二了(动
2

” + 2
(x 一 拼)

+ 一星
一

九+ 4

d

d r 斌 一 f (
T
) 吮一 声O

r ~ 拼

哗十
二

故 动万了(幻 ~ 斌 一 f (川
n + 2

月
~ 下丁 , .

几 月
~ 4 二

一

“
一

刁 ‘
· , 了x 一 拼)+

‘

”

r 一 拼

则必= (一 j (习 )
’

+2 (x 一川 = (一f (川 )

同理当x ( 拼时
, g :

(
x
)《0

一 ,

(x 一 拼) + O ((
x 一 拼)

’

)

2

2
1
+

月

�ltee一「 ”+ 2 「, ,

一—
一

、
二

一 二一 ,

飞气
p = 一 l一

一 石
~

一 恤 V 一 汀 一 尽 ) ” t (引 “ T I
‘’
下 ‘

L 乙 J 二 、
’

‘ 一 、
’

」

1

斌
一

万了吞) (拼一 x)
一 ‘

= (一 f (拜) ) 叶
,

(
x 一拼) + O ( (

x 一 拼)
‘

)
1

故功解析
,

且功
‘

(拼) ~ (一f 扭) )
” + ,

) o

_
一 少

v

囚叨得厄几万 十 L一犷扩十 人P 侈
,

叼 Jv = U

U ‘
一

同理若 g : (x ) = (x 一 拼)
”

f (
x
)

,

解析函数f ( x ) < o , n
为奇数

.

当x > 户时 g :
(x ) 《o ,

则
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‘一〔
一

结互{:
、二又不布沪了丈可、·

〕燕

d Z ,

〕几
一

十 L一犷z’
’

十人P Lz, 叼 」v = U

U ‘

当x 《拼时q ; (x) > 0 ,

则

‘
一【岑

-

l:
“下不沪万万J ·

〕击

d 艺v

、丽
~

+ L犷‘一刁
”

十 人p 钾
, 几月 ”“ U

总之

会
+ 卜 ;

2

二 + ; , (
· ,

*) :一
。

(2 ) 同理若 q l
(
x
) = (

x 一 拌)
”

f (x )
,

f (x )) 0 , n
为偶数

奋
。时

,

‘一l
丝

豁{:
“下二可

丽了
副刁击

_

一
_

~
,

「尹
。+ 2 「

户 ,

一
J _

1经了

苏、邵,
’

, ~ 一 L一万一一J
.

V 汀 一 拼)
‘

,I 汀) “ 万

」
” ‘ -

得
会

+ 〔“
2

二 + “p ‘
2 ,

又若 q :

(x )= (x 一 拼)
”

f (
x
)

当x
> “时 q ;

(x) > 0
,

则

几)]
v = o

f(x )> o , ”
为奇数

总之

‘一
尸势{:

“下而可〔动
“·

〕“
‘

-

会
+ 〔“

!

二 + “, ‘一 “,〕一
0

当x
( 拼时

, g :

(x )( 0 ,

则

‘
一「理产{:

“万下不沪万可J

矛扮
-

答水
+ 〔一‘

2

‘一,
’

+ ‘p ‘一 “,’一
“

会
+ 〔“2 2 ·

+ “, ‘
Z ,

“, ,一。
·

四
、

一致有效渐近解

吝攀
+ 卜 “

2

二 + “p ‘一 “,’一
“

对应 (‘
.

2 )若夕(
z ,

几)== 习 夕‘(
z
)几

一 ‘ ,

(4
.

1)

户
‘
(刁均在 ; ~ o的某邻域解析 (i = o

,
,

2
,

3
, 。

”
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若 P0 (z) 在
‘一。的零点阶数 。

尸居上

考虑 (4
.

1 )的比较方程
会

一
* 、一“的二线性无关解

:

若
”
为偶数

,

由 (2
.

2 )知

第一类解为 IA i
。

(几
’

” z)

第二类解为 IB i
.

林
’+ , z

)

若
”
为奇数

,

由 (2
.

1) 知

第一类解为 A i
.

位
’

+1 z)

第二类解为B i
,

(几
’
+ , z

)

令第一类解为雪
:
(
: ,

幻
,

第二类解为雪
:

(z
,

幻
,

故

雪犷二几
2 2 ”

雪‘ (i二 1 , 2 )

仿照 O lv e r 的方法帷 ’,

假设 (4
.

1) 的渐近解为
v = A (

z ,
几)雪

‘+ B (
z ,

几)乙;
v 产

= A
‘

亡‘+ (A + B
产

)乙l+ B雪了= (A
‘

+ 几
2 2 ”

B )雪
‘+ (A + B

’

)亡:

v “
= (A

“
+ 凡

2 n 2 ” 一 ‘
B + 几

, z ”
B

’

)亡
‘+ (ZA

‘

+ 几
2 2 ”

B + B
“

)亡; + (A + B
‘

)亡了

~ (A
“
+ 之

Z
A : ”

+ 几
Zn z , 一 ‘

B + 2几
2 2 ”

B
产

)右
‘+ (ZA

/

+ 几
2 2 ”

B + B
“

)雪:

代入 (4
.

1) 得

(A
“

+ 几PA + 几
Zn z ”一 ‘

B + 2几
Z z .

B
产

)乙
‘+ (ZA

产
+ B

“

+ 几p B )雪: = 0

由雪
‘,

引的系数为 o 得

(4
.

2 )

ZA , + B
“

+ 几PB 一 0

A
ll

+ 几PA + 久
2 ”之 ” 一I B + 2几

2 之”

B
产
= 0

这些方程为如下的形式展开所满足

} (4
.

3 )

A = E 入
一 ‘A ,

(
z
)

,
B = 乙 几

一 ‘B ‘
(
二
)

其中

ZA 吕+ P
o
B : = 0

Zz ff

B二+ n 之” 一 ‘B : + P
o
A

。
= 0 } (4

.

4 )

(4
.

5 )

、.基...!、夕rl....声

到

ZA ; + 夕
。B ‘十 1 = 一 B 了一 乙 夕: B ‘+ : 一 : ~ a ‘

(i> 1)

2 2 ,

B ;
、 :

+ 。: ” 一 ’
B ‘+ :

+ 夕
。
A

。
二 一 A 了

一 , 一 乙 夕: A ‘一 。= B ‘

(4
.

4 )的解是

,

f
. 办

。

(r )
月 , , “。s n

J厂苍补亢
a r



8 4 张 居 铃

。 1
. 、

f
z

力
n

(r )
万1

= 一 二
,

5 I n n l
二

址于es

a 了

Zt J o Z T 寸

显然其中积分总是存在的
.

(4
.

5 )的解是

A ‘= a ‘
(
z
)e o s h

另

P
。

(
:
)

Zr 手
d : + b‘(

z
)吕in h

.

P
。

(
:
)

。 Z r 手
d r

z 今B ‘十 , = 一 a ‘ (z )8 in h

z

P
。

(
r
)

。 Zr 手

J : 一。‘(z)c
o s ”

{:碧
“·

。‘(二)一音{
。。(二 )一

{{

[a ‘(二)A
。

(: ) 一刀
‘
(
:
)B

;
(
二
)〕d

:

0

:[
·‘a“

·
’“

1
“’- 刀

‘(: )A
。

(: )
丁兮

则 (4
.

1) 形式一致有效渐近解的一般的形式为

, 一A (
a 乙, + b雪

2

) + B (
a 雪盆+ b雪石)

其中 a ,
b为二常数

.

对应 “
·

3 ,
,

“ , (z
,

幻 一专鑫
p ‘ (z , “一的情“下

,

“
·

3 , 为下列形“所“足

A = 月
。

+ 乙 A ‘(z )凡
一 2 ‘

(A
。
二 1)

B 二 E B ‘
(

z
)几

一 2‘

把这个展开式代入 (4
.

3 )使 几的同次幂的系数相等
,

得到

ZA ; 二 一B 了一 E p ‘B ‘ : = a ‘

2 2 ”
B 二

, 1 + n : ” 一 ‘B ‘+ : = 一 A 犷一 艺 户: A ‘一‘= 刀
‘

山‘z) 一

音

z 手B ‘+l “

{:
a ‘(

:
)、

:

一

{二瞥) 、
·

d
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