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摘 要

本文建立与A vi tz u r
不同的直角坐标系速度场与应变速率场

,

并采用变上限积分与参变量积

分获得辊拔力的上界解析解
.

关健词 辊拔 变上限积分 参变量积分 解析解

一
、

导
.

) - ‘

阵斗

B
.

A v i七z u r 曾以 圆柱坐标系建立了解析辊拔问题的连续速度场
刃” ,

并给 出 下述解
:

a
苦 ,

(2 / 材了)a
, 礴昔、

+ , ·

(
一

切
十

韶令江令万
+ 阴

箭
一

会阶
+

令a:) 之干
2‘一

’

之斋一
‘

一之资万)

+
(之

一

哥之百万
一 2二 )」 (a )

上式中 u’
了
为试拔应力

,

心为中性角
,

计算中可取a 。
~ 0 / 2 (0 为最大接触角)

.

O
.

H of fm a n ,

G
.

Sa ch
s也曾以工程法

“’
对此问题进行研究

.

本文的 目的是试 图采 用 K ar m a n 假设
,

设

立直角坐标系下的连续速度场并以变上限积分与参变量积分寻求平面变 形 辊 拔 的上界解析

解
.

二
、

速度场的设定

仅用金属带材的张力拖动轧辊的轧制过程可称为辊拔
.

无后张力辊拔变形区如图 1
.

设入

口厚度为h
。 ,

出口厚度为h : ,

拔制张力为几
了 ,

拔制速度为
。1 .

由卡尔曼假设
,

令轧件长宽高

为主方向
.

a : , 。:

沿高 向均布 , 若距 出口 断面为二处断面高度为h.
.

则

.

钱伟长推荐
。

二 IN ST IT U T FU R A N G E W A N D T E M A T H E MA T IK
.
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圈1 滚拔变形区

h
。

一 ZR + h : 一 2斌 R Z 一 x Z

(2
.

1 )

h
,

= ZR + hl 一 ZR c o s a

X
5 I n a 一 丁不

} (2
.

2 )

(2
.

1) 与 (2
.

2 )分别为接触弧直角坐标方程与参数方程

由秒流量相等
:

犷
h

一
口

.

= h
。
t) 。

= h l 刀一= h o t) 。
= Z) C O S 口。 九。 = 万币又r

二 C

一 一 - - - 一

刀 1

(2
.

3 )式中
c
为秒流量

.

为拔制板带的总体积犷除以滚拔过程的总时间T 及宽度B
.

度场 [将 (2
.

1)与 (2
.

2 )代入 (2
.

5 )〕为
:

(2
.

3 )

于是一维速

、、
J

I;.
、

了!
,

口

”,

= 厄天习二不了葬二万
(2

.

4 )

口
”,

, 厄左千瓦‘ ZR c o s a

(2
.

4 )式中
G
为秒流量

。

在变形区内
c
与x 无关

.

与a 无关
.

由几何方程
〔s’,

注意到 (2
.

4 )

d ”
, .

口X

「
~

立
~

(

_
_
一三一~ 一一一 、

L 口x 、 ZR + h ; 一 2斌 R Z 一无, I

ZX G

一斌天厄二又乏(ZR + h ; 一 2斌平万天厄)
2

由体积不变方程
万3 ’.

注意到平面变形
:

ZX G

泞, = 一 刀 ·

~ 一示户二7 丈乏衷不石下厄万莽花芬)
1 (2

.

5 )

图1中二轴方向与 v’增量方向相反
,

云
。

表示延伸变形
,

求导需加
‘

一
”

号
.
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将 (2
.

5 )代入几何方程并注意到g ~ o , 。 , ~ o ,

则

。 , 一

{
‘,口夕 一 Z x ‘夕

(2
.

6)
口

” .

, 不丁,

“

斌厕
一

二平 (ZR + hl 一 2澎天丁二又厄)
“

G

ZR + h ; 一 2斌 R Z 一 x ‘ {
e ” .

h
,

气2
.

匀式 甲
,
兰 X = U盯

, ” :

= 厂 = 戈一
:

= 功 ; 兰 x ~ ‘盯
, ”:

~ 下万工
[ ‘I f‘1 ‘ 二 、刁「

G

几; 一 2双 厕艺丽一
”。h

o

~ ) 丁 = “ 。 ’

当g = 。 (水平轴 ) v , = 如 这说明 (2
.

6) 与 (2
.

5 )满足变形区入口
.

出口与水平对 称轴上的速

度边界条件
.

故为运动许可的速度场与应变速率场
.

三
、

上界功率的变上限积分与参变量积分

由文献 【4〕
。

平面变形单位宽度塑性变形功率为
:

律
‘一 2。 {

_

江舔万
、: 一 2。{ * ,、。

J F尸 2 J r

将 (2
.

5 )代入上式并采用变上限积分
:

。

丝
。

律
‘一 4 k

}
。,

}
2戈C

。

双天乏二牙 (ZR + h ; 一 2斌天百二又厄)
, d x d 夕

Z x ‘d 劣

斌左厄二又万(ZR + h : 一 2斌左厄二分 )
“

r

性

}了
““

.

1
�

,佗月叹

一一

注意到积分上限h
二

/ 2是 x 的函数
,

将 (2
.

1) 代入
.

则

“一 2“

{
ZX 口

。
斌1 平二无「 (ZR + hl 一 2澎不二天

乏)
d x

令
“= ZR + h l 一 2斌丁不石不

,
d u

Z x d x

~ 材天〔平
当劣 ~ o , u = h l, 当大二l , “二Z R + h : 一

2斌天〔l「 = h。, 代入上式
:

律‘一 2“

{::
d “

口

—
= 2寿。 rln “lh。

‘
h l

h
。

= 2 白G .

I n 一、 二 -

八 1
(3

.

1 )

由 ( 2
.

6 ) 式
.

当x 一O , 。 二

= 。, ,
。,
二 o ,

故变形区出口 A A ,
不消耗剪切功 率

.

当 x = l

人 一”
。 , 。 ,

一赘馆“
·

。 ,

注意到入口断面BB
!左侧为刚性区

.

故 BB
I
为速度不连续面

·

沿BB I切向速度不连续量为
:

,“。
·

卜 :卜
。,

卜赘
‘g “

·

。
(3

.

2 )
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于是入口断面单位宽度的剪切功率为
:

‘
:

一

{
,

“A二 d一
2“

{
誓

_

2:
。

h
。

t g s
·

夕d 刀

_ _

h
。

4 总
_ .

手 ~ 。 !
一

夕 〕了
二二二 一1 厂一 U O ‘

匕 以 l
~

蕊 ~ 一
l -

“O L ‘ J O

一

粤
一”

。
‘g 口

(3
.

3 )口
g

工‘
a一

‘

尧一O自

一一

(3
.

3 ) 式中 。为最大接触 角
.

、g 。一

瑞号内了 J 、 一 ‘

令变形区上下接触表面摩擦力
二 了= 。k

,

则 上下表面摩擦功率总和为 (。 为 轧 辊 圆 周速

度 ) :

律 , 一 2川“

〔{J
’

‘

一
C 。“a , “X

一

{:
.

(
·二

-

一
, “·J

由 (2
.

2) 的第二式
.

d x == R c os a d a 代入上式 , 注意到 x 一‘时
.

a = ‘ , x = l时
.

a ~ e
,

并

将 (2
.

2) 式中第一式代入上式
.

则上式可化成下述参量积分
:

‘
, 一 Z m “R

【{了
’

厄杯前鉴
石
而

d a 一

I了
” ·。o s Za d a

一

{立砚裁等而丽 “· +

{立一
2 ·d ·

令 。一

备
+ 1

.

上式为
:

‘
, 一Z m “R

I
一

介
一

{:
”

号斋井旦、a

一 {了
”
。。8 2 a d a +

{乙
:

命黑轰气互
d a + ·

{:
:
。。“Z a d a

j

一 ZO kR 卜
一

孙二 +

贵{户
石

端丽

一 传
+ 多
牲丝

一

):
·

+

纂
一

会

一

器{:
。

下是苦丽
一 + ·

(普
+

嘿丝
一

)乙〕
一 , m “R

{
一

命
二 +

贵[漏石
a 一‘g 竺票碧器」了

’

一

争
一

粤
呈五 +

蛋
一

器
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e b 「 l

一 百左
-

【沙否范了
“ r “毛g

M b
Z 一 1 s in a

一 + be o s a
1
夕

J 任 .

v 8
十 一二一

乙

”s in 2 6 ”a ” ”s in Z a .

4 2 4 }
一 Zm “

{
一。a ·

+
‘b

澎一
: ‘ l

a r o tg

笔释盆黔
旦

爪万等万
a一‘g粤濡黯

一 一 R⋯

_ -旦些鱼兰三L + 塑 十四丝 + 卫画巫夕一飞
2

‘

2
’

2
’

4 J
(3

.

4 )

由 (3
.

1 )(3
.

3 )与 (3
.

4 )提供的上界功率为
:

律 = 律
‘+ 分

。

+ 律
r

若外功率仅有前张力提供
.

则律
。
= a 。了。 : h, = a

二 , 。于是对无后张力的辊拔
.

令律
。

二‘

律
。
= 律

‘+ 律
,

+ 律
, ~ a

。 了
·

G

将 (3
.

1)
,

(5
.

3 )
,

(3
.

4 )代入上式为 (取单位宽度 )

二
_ _ . ,

h
。 .

k ‘
.

伴 a
= a

二 r G == 2左G i n ee r 一十 下万一
~

‘ g 口
犷吞1 ‘

,

r
.

‘b
_ _ _ 二 _ 斌 b

Z 一 1 s in a .

十 艺沉尽 万 一 ‘a .

十 一丁亏万= 于尸 己 i
一

U ‘g 一一丁不 一刃二二二二丁一
~

七 八了 O -

一 l 一 1 .
1
叫 U U U 汀“”

2澎

‘b
_ _ _ : _ 斌 6

2 一l s in s n

万亏= ~ 于
口

。 i
一

U ‘g
一 一 一二一丁几厂二二二汤 一 一八 v a ”

O -

一 1 一 l 宁 O U U 肖 口

_ 卫旦红旦卫, +
一

二生+

2
’

2

R ”0

2

R v s in 2 8

4 }
整理上式

:

a .I _
Zk 一

‘n

带
+ 亩tg o + m {

一 a ·

场亲育⋯
‘g

要纂是戮
生

一

、贵一‘g

粤恶鲁
- R ”a

。

C

R v s in Z a ,

2 口

R vs

2 G

+ 鱼旦些生飞
4 G J

(3
.

5 )+
o一2

+

对于有后张力的辊拔
.

律
。= 几

。。。
h
。
~ a

, 。
·

G , 此时

律
。
二律 == 律

. + 律
。

+ 律
r + 律

。

将 (3
.

1)
、

(3
.

2)
、

(3
.

3 )代入上式并整理可得到
:

口
。 , a

一。
. ,

h
。 .

1
, ,

.

f
目

万艺
一

, 飞亡十 In 一飞一 十丁 ‘g 口十 川 嘴 一 a ,

‘邢 ‘炜 , ‘1 味 、
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b
+ 万万禹于一于a r c 七g

八了 0 一

we l

斌 b
Z 一 1 s in a 。

一 l+ b e o s a ,

b

2 斌 b Z 一 1

a r C、·

孺
_

R ” a 。

G

R ”s in Za ,

2 ‘

R ”0

2 G

R 刀5 111 2 0

4 G } (3
.

6 )+
0一
,"

+

(3
.

5) (3
.

6 ) 式 中
.

。一

备
+ 1 ,

“= 飞厅
~

~
-

石万了
(V 为被拔带材总体积

.

牙为被拔带材总

一 _ n
、 , : h ‘

. ,

一一
, ,

~ 二 _
、 。 _ ,

_ 二 ~
.

“
,

.

_
.

1 1 、
_ .

_
_

. _ .

夏氢 万为饭 制觅防 p为金属比更 ) , , 为最大接触用
, “一 s ‘n 一 ‘

气了7
, 几

,
为后张力

·

将 (2
.

3 ) 式中。二 v , hl
代入 (3

.

6 ) 式
.

得到

煞
一

粤+I
n

李
+ 粤咧 + 。 万

一。 .

‘“ ‘“ , ‘1 任 气

+
~

德一
。r 。、g 交耳续些少恻 0 -

一 1 一 1
卞 O U U 万仅

.

b

2双 护 一 1

a r C , g 衬里二熬奥州
一 1 月

. O U U 万U

k v a -

秒lh l

R ” 5 in Za
二

2 口 lhl

.

0
.

R 刀0
.

R v s in 2 0
十

~

万 十 下不万不万一 十 一一一二丁 , 一
乙 乙 U l“ 1 任U I 月 1 } (3

.

6 )
尸

读者可将 (3
.

6)
尹

式 与 A v it z u r 的推导结果 (a ) 式进行比较并注意 2k ~

(3
.

6)
产

式是未经任何数学简化的直角坐标系下的解析解
.

示万口 a ’ 需指出 ,

四
、

辊拔中性角a 。

与m 值

.

‘ , _ 。 、 , 、

_ 。 , .
_ , ‘ _

、 .

口

科 悄
.

叫
’

式 网嗬坷a 。

不导开令万二
口 认 月

Z 口
二了 、

、厄 k )”
u ’

口(。
: f / Zk)
口a

。

注意。 今 0
.

整理上式得
:

b

b 一 C O S a 。

== m
丁
一 1 +

一

一些 _

七
一

O 一 C O S 口”

R ”

” l hl

R 沙e o s Z a 。

口 lhz }
一“

_ 1 _ 夕
”

”一h l (1 + e o s Za 。

) ~ o

将c o “Z a ,

二ZC o S Z a , 一 l代入上式并整理
:

v l

h
,

C O S “
住。一 O C O S a 。

+ 下端书一 ~ 0
乙丈t V

(4
.

1)

由上述二次方程解得
:

C O S 口”
=

b 士双砰巧可研左石
2
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舍去负根
:

a

一
e o , 一

〔 (4
.

2 )

h
,

(4
.

2 )式中
,

O = 下台一十 l
。

‘. l t

b + 斌b
! 一 2” lh : / R ”

2

。
为轧辊圆周速度

.

m 值可以H
.

只
.

T a p a o o e : 二盆公式
r‘,
计算

:

, 一了+ 合资
(1 一 j) 、了 (4

.

3 )

f为滑动摩擦系数
.

将(4
.

3 ) (4
.

2)确定的m 与a 。

代入 (3
.

6 )
尸

与 (3
.

5 )式
,

则可得到有后张力与无后张力的最小

上界滚拔力
.

顺便指出
,

对辊拔一些文献认为
.

可近似看作前后滑区的摩擦力矩相等
.

即可取

8

a. 侣万 (4
.

4 )

.

_ _ 口 _
_

. ,
。 _ 、 ‘

_
、 , ,

_
.

。

一
, , _

若取a ,

= 下
,

则 杯
.

习 式 刊近一步间化
:

‘

a
。 , ,

h
。 .

1
. 0

.

f b
一

贫 = 工n 瓦尸+ 万 不g 口+ 川 飞万了范丁
a r c L g

扩 b
兄
一 l

_ , _ e
封1 11—

一 + 6 。。。里
2

b
_ _ _ _ ,

斌石厄二了s in 0 R 口s in o
.

R 口s in 2 8 1
一 下弓一万于禹二一于a f c ‘g - - - - 几尸 r , 二 二丁二万~ re 一

一 一一一言丁
-
一十 一一下兀厂一 一 r

乙叼 0 -

一 1 一 1 十 O U U 万口 乙‘ 任 。 夕

(4
.

5 )
注意到拔制板带时接触 角很小

.

故尚可作下述简化
:

日in s亡 0 , s in 2 0亡 2 8 ,

斌 护 一 1

5 in 旦

tg o士 8

斌乎
a r e tg _

, . L _ _ _

夕
一

二 , 叫 口 ‘ U 妞 ~
2

_
a

一 1
.

百

十 b

8
c o 吕百 =

于是

豁
一ln

;:
+
奋
“+ 。

{
b8

2 (b 一 l)

bo R v o
一 花二万了一一下 ‘一 一

。 _

十
乙 气O 一 1 ) “

R 口0

2 口 }

煞
一In

李
+ 物

‘尽 “l 任

(4
.

6 )

有反拉力时上述简化式变为
:

勿 一笔畏牛十 In

李
+ 知

乙吕 乙尽 “ 1 任

(4
.

7)

对要求精度不高的工程计算可用 (4
.

6 )与 (4
.

7 )式 , 但本文的宗旨乃是探索直角坐标系下辊拔
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问题的解析解
,

(3
.

5 )与 (3
.

6) 式表明
,

对卡尔曼假设下二维连续速度场进行变上限积分获得

~
, 、 , 二 ~ 一 ~ 叮

, ,
_ _ 一 , _ _ _

,

h
。

_
. ,

~ 二 ‘ , , .

_
,

_ _ _
,
卜

. , . _ .

_ ⋯
_

滚拔力的解析解气丫是变形程度In
ee ~

兴
,

最 大接触 角0
,

常摩擦 因子 。 ,

拔制速 度 。 1 ,

轧辊
一 ~

一 产

一
子 ’“ ’ ‘

” ’, r Z点 ~ 一
‘
护 ’

一~ 一 hl
’

~
z 、

一 ~ ~
一 ‘ ’‘J

一
‘

小 ~
“ ”

-

一
’

~ ~ ~
一 ‘

” ~ 川

周速
。
与几何参数R h;

的函数
.

五
、

结 论

2

平断面假设下辊拔速度场与应变速率场满足本文 (2
.

4 )与 (2
.

5 )式
.

对上述速度场经变上限积分与参变量积分可获得上界功率的解析解 , 以 此确定的辊
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使令辊拔力获最小上界值的‘可由本文 ( 14) 式确定
.

对工程计算
,

当接触角不大时
,

可采 用本文 (4
.

6) 与 (4
.

7) 的简化式
.
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