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摘 要

我们得到了 H
一
空 间闭 (开 ) 覆 盖 性 质 的几个定理

,

改 进和 推 广 了 S p o rn er
.

K lee
,

A le x a n d r o ff- P a s y n k o ff
,

B e r g e
,

G h o u ila一 H o u r i
,

D a n z e r一G r住n b a u m 一K le e
,

K y F a n ,

s h ih 一 T a n ,

H or , at h 和 L as s o n d e等人的相应结果
.

作为应用
,

我们对苦
.

。一空间内的下半连

续集值映象证明了一个几乎不动点定理并且推广吉洪诺夫不动点定理到1
.

c 一空间
.

这些定理改

进 7 K y F a n 和 H o r v a th的相应结果
.

关妞词 覆盖性性 H 一空间 l
.

c 一空间 几乎不动点

引 育

在有限维空 间情形
,

S p e r n e r 正‘吕
一

和 K n a s七e r 一K u r a 七o w o k i一M a z u r k iew ie z ‘“二
在单

形覆盖性质上的古典结果已经在不同方向上被推广且有广泛的应用
.

在一般拓扑矢量空间内

凸集的覆盖性质上的有关结果已由B er g e
一

3 ,

K lee
’‘ ,

C h o ui la 一H o u ri : ‘。二,

K y F a‘即

和 L a “S o n d e
‘’二给出

.

在本文 中
,

通过使用我们在 仁叼中的结果朴1 T ar af dar
户‘”

引入的 H
一凸包概念

,

我们研

究了H
一

空间的闭 (开 ) 覆盖性质
,

得到了刀‘空间的闭 (开 ) 覆盖性质的几个结果
,

推广了

S p e r n e r : ‘8〕 ,

K le e 仁
‘4二 ,

A le x a n d r o ff
一

P a s y n k o ff
一

‘二 ,

B e r g e
户3二,

G h o u ila
一

H o u r i
’。二,

D a n z e r
一

G r u n b a u m 一K le e
s〕,

K y F a n 己’ , a , ”. ,

S h ih一T a n ‘’ ,

H o r v a 七h “
“二和 L a o s o n d e ‘。

等人的相应结果
.

作为应用
,

我们在由H o r v a th 获‘乞〕
引入的 1

.

。一空间内对下半连续集值映

象证明了一个几乎不动点定理并且推广 了T y c h o n of f
Z 。二
的不动点定理到了

,

。一空间内的
.

非

紧非凸集
.

这些结果改进和推广了K y F a n 二’二和 H o r v at h 犷‘“二
的相应结果

.

二
、

术 语 和 记 号

设 X 和 犷 是非空集
, 2 丫 表 Y的一切非空子集的族

,

了 (X )表 X 的一切非空有限子集的

族
,

△万表具有顶点
e 。 , 。: , f 二 , e 。

的标准
” 维单形

,

其中 N 二 {0
, 1 ,

⋯
, 。}

.

对N 的每一

.
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非空子集J
,

定义△
J 一 c o{ 。, : j〔科

,

集{。 , : j〔J} 的凸包
.

我们将用R表一切实数的集
.

在H o r v a t h
一

‘’二
的工作启发下

,

B a r d a r o
一

C e p p i七e lli
厂2 二引入了下列概念

.

称 (X
,

{F
,

}) 为H
一

空 间 (H o r v a th
‘2 二称为

。一空间 ) 如果X 是拓扑空间和{F
,

}是由

月〔了 (X )标号的X 的一给定可缩子集族使得每 当A 二 A
‘

时
,

F , c 尸AI
.

令 (尤
,

笼尸
,

冲 是

一H
一

空间
.

称X 的非空子集D 是H
一

凸的如果对每一 A〔
.

萝 (D )
,

F
,
c D

.

下面概念归于 T a r a fd a r [ 1 9〕
.

设D 是H 一空 间 (X
,

{F
,

})
,

的非空子集
.

定义 D 的打
一

凸包为集

H
一
c o( D )一 n 笼B C= X

,
B 是H

一

凸集和D C B 卜
.

显然H
一 c o (D )是义的包含D 的最小H

一

凸子集 (见 〔王9〕)
.

局部凸拓扑矢量空间概念由 H or v a 七h
, ’z

作如下推广
:
万

一

空间 (X
,

笼F
,

}) 被说成是

一 l
.

c 一空间如果 X 是一致拓扑空间且存在一致结构的基 (厂
‘

)i(I使得对每一汇I
,

每当 E 是

H
一

凸集时
,

集镬
x 〔X : E 门犷‘(x) 铸必是H

一

凸的
,

其中犷‘(x) 一切〔X
,

(
二 ,

功〔犷
‘}

.

三
、

H
一

空间的覆盖性质

在本节中我们将首先推广归于 K y F a n 砚7 , “

的单形闭覆盖性质的定理 和 归 于 Id z ik
-

T a n : ’“二和s hi h
一
T a n

丁‘7 二
的单形开覆盖性质的定理到H

一空间
.

其次归于B er g e 〔“几
,

G h o ui la
-

H o u ri 二‘。 ,

K le e “ 二
,

K y F a n
一

’二和 L asS 0 n d e 【‘“二的关于一般拓 扑矢量空间内凸集的覆盖

性质定理也被推广到H
一

空间
.

下面结果是D in g
一

T an[ 6 〕的引理场 它被包含在 H or v at h [ 1 1〕的定理 了的证明中 (也

见 H o r v a th [1 2〕的定理1 )
.

‘

引理 1 设尤是拓扑空间
,

对N的每一非空子集J
,

令 F
,

是X 的一非空可缩子集
.

如果J

C J
‘

蕴含F
J

C F 尹
,

则存在连续映象f
:
△N 、 X 使得对N 的每一非空子集J

,

f (△
了

)仁 F , .

下面结果是D in g
一

T a n [6 」的引理 2 和引理 3 的推论
.

引理2 设 (X
,

{F
,

}) 是H
一

空间和{A ‘}硬N 是X 的闭 (开) 子集族
.

假设存在 U A
‘

的

i(N

子集{戈
。, x l ,

⋯
, x ,

}使得对N的任何非空子集J
,

H
一
e o ({

x , :

j〔J })仁 U A ,

夕〔J

则 n A ‘笋功
.

f(N

证明 对N 的每一非空子集J
,

令 F J 二 F {
二

.

}“ J ,

则
_

F J
是X 的非空可缩子集

价路奥劝
、

_ ‘
_ _

C= J
‘

时
,

F , 仁 F 尸
.

由H
一

凸包的定义
,

对N 的每一非空子集J ,

且每当 J

F
J ~ F {、

:
s‘了}c H

一
e o ({

x ‘}、(J)二 U A ‘

f〔J

从 D in g
一

T a n 邝]的引理2 (引理 3 ) 推得 n A ‘铸功
.

’

i〔N

下面结果是D in g
一

T a n [6 」的定理 1 和定理 2 的直接推论
.

引理3 设 (X
,

笼F , })是H
一

空间
,

笼A ‘}述N 是X 的闭 (开)

点
x 。 , x l ,

⋯
,

x , ,

存在N的非空子集J使得

F 笼x
, :

j(J } 门 (自 A , )祷功
f(J

口

覆盖
.

则对X 的任意
”+ 1个

定理 L 设 (X
,

{F , }) 是H
一

空间
,

王A
. }‘(N 是X 的闭 (开 ) 覆盖使得对 每 一 正N

,
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n A , 铸功
,

夕笋‘

证明

则存在N 的非空子集I
,

I 铸N
,

使得

H
一 e o (门{ A

‘: i〔N \I })门 (自A ‘
)子功

f(I

首先我们观察到如果 n A ‘铸功
,

则对满足 I 子N 的N 的任何非空子集
i(N

I
,

结论成

立
.

因此我们可 以假设 n A
:
子功

.

由假设对每一说N
,

n A , 笋价
,

犷‘N J笋 f
故我们能选 取

x 。〔 n A ‘ .

j笋‘

由引理 3 ,

存在N 的非空子集I使得

F {x
‘ : ‘( , } 门 (门A

‘)笋功
i(I

因 n A ‘二功
,

我们必有I 沪 N
.

注意到 {x ‘: 汇科仁 n {A ‘ :

汇N \I }
,

因此
‘(N

F {
、 ; :

“ , } c H
一 e o ({

x ‘: i〔I })已H
一
e o (门{A

‘ :
‘〔N \I })

(
.
)

且由 (约 式得

万
一
e o
印 {月‘ :

i〔N \I })门印 A ‘
)子功 口

i(I

定理 1 改进和推广了 L a s s o n d e 「1 6
, p

.

5 7 5〕的结果
,

K le e 〔4〕的 (2
.

1 ) (此 结 果 是

B e r g e 〔3」的 交定理 ) 和 H o r v a t h [ 1 2〕的系 3 到H
一

空间
.

定理 2 设 (X
,

{F 对)是H
一

空间和 {志从N 是X 的闭 (开) 覆 盖
.

假设存在X 的
。+ 1个

点x 。 , x , ,

一
,

介使得下列条件之一成立
:

(a ) 对每一i〔N
,

H
·0 0 又{戈 , :

j〔N \通‘}})自A
‘~ 功;

(b ) 对每一‘〔N
,

H
一0 0 ({

、, :
j‘N \{‘}})二 A ‘.

则 n A ‘笋功
.

谈N

证明

情形 1 假设条件(a) 成立
,

则对N 的任何非 空子集八 我们有

H
一 e o ({

二‘: s〔J }) c X = ( U 月
‘

) U (U A ‘
)

i〔N \J i‘J

注意到对每一宕(N
,

{x , ,

j〔N \{‘} }仁H
一 e o ({x , ,

j( N以 i} })且因此由假设

H
一
e o ({x

‘: ‘〔J })自A ‘= 沪
,

对一切i〔N \J

由此推得

由引理 2 ,

情形2

对每一i〔N
,

H
一e o ({x

‘ :
泣〔J })c U A ‘

f‘J

n A ‘沪功
f〔N

闭开假设条件(b) 成立
.

如果 n A ‘二功
,

则{X \A
‘
狱 N 是X 的开

f(N

H
一 c o ({x

, :
j〔N \{i}})门(X 入A

‘
) = 功

覆盖
.

由 (b)
,

从情形 1 推得必辛 n (X \且
‘
) 一尤\

f(N
(U 月‘

)
,

这与假设{月 ‘}‘〔N 是X 的闭
述N

因此我们必有旦
,

A ‘手功
.

名( jV

覆盖相矛盾
,

口

当假 设条件 (a) 成立时
,

定理 2 改进和推 广 了 s p er n er 口8〕的覆盖定理 (〔1 3) 的定理

3
.

飞)
.

当假设条件(b )成立时
,

定理 2 推广 了A le x a n d r o ff
一

p a s y n k o ff
厂’

·

和K y F a n ’二给

出的S p e r n e r 定理的改述 (〔怜」的定理
‘

;
.

2 )
.

定理 3 设(万
,

{F
,

}) 是H
一

空间
,

笼妊‘}祷N 和 {B ‘}
,(刀 是尤的闭 (开 ) 子集的族使得

( ] ) 大 = U (A
。

U B
‘

) ;
‘(刀
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对每一i〔N
,
A ‘自B 。二功,

n A ‘~ 九
‘(N

存在龙的一子集{x
。 ,

x1.
,

⋯
, x 。

卜使得下列条件之一成立
:

对每一 i〔N
,

万
一
e o ({

x , :

j〔N \{i }})仁 A , ,

对每一非空集J C N
,

J铸N
,

、、J声、.声、.夕矛

�9�八0J4厂气,一
‘‘
:
之a卜儿

山吕�了.、2.、了.、了‘,
、了‘.、2一

八廿一褚.一�

H
一 e o ({

x , :
j〔J }) 已 U A

,

j‘J

则对N 的每一非空子集I ,

( 自 A ‘
) 自 ( 门B ‘

) 铸功

义是招�于

i( N \1 1‘1

证明 不失一般性
,

我们可以假设 I 二 10
, 1 ,

⋯
, 。 }

,

其中。簇。簇
。 .

对每一正万
,

A
O U

(
,

自
。B ,

)
,

如果f ~ 0

A ‘U B

A ‘

如果 1簇f《 m

如果 , < i《
n

了

l
厂.
、

1...‘、

一一C

则由 (1 )
,

情形1

由定理 2 ,

情形 2

笼C小 ( N 是X 的闭 (开) 覆盖
.

假设条件 (4 ) ( a )成立
.

则对每一 i〔N
,

H
一
e o ( {x , : j〔N 以‘} }) c A ‘c= C ‘,

n C‘沪功
.

f( N

假设条件 ( 4 ) (b) 成立
.

由引理2 ,

n C ‘~ 功
.

i ( 了V

所以在两种情形下
,

我们都汽黔
‘

却
,

“p有

(
A

O

U (
,

鱿
B ,

))
n (

,

员
‘A

‘u B ‘一 ,)
n (

。

交
+ I

A ‘

)
, ,

注意到由 (2 )和 (3 )
,

我们有

(二 )

A
O
n
(
‘

B 。 n
(

仍

门
‘= l

‘“
。U“‘一 , )

n
(
‘_

孰
, A 。

)
-

‘“
‘U ”‘一 , )

n
(
‘_

户
+ I

A ‘

)
-

门 A
‘二功

佛门司

(
. ‘

红
王 B ,

)
n
(
‘

员
,

)
n
((A

‘U B ‘一 , ’) n气
。二

认
:

门 B ‘= 门B ‘

‘“ 0 1( I

A

少
一‘

从 (二式推得
自 A ‘

) 门 ( n B ‘
) 笋功

f( N \I f〔I
口

当假设条件 (4) (a) 成立时
,

定理 3 推广了K y F a n 〔8〕的定理4 (〔1
一

3〕的定理3
.

6 )
.

当假

设条件 (4 ) (b) 成立时
,

定理 3 推广了K y F a n 〔8」的定理3 ([ 1 3」的定理 3
.

劝
.

定理4 设 (X
,

{F , }) 是H
一

空 间
,

B
,

击
,

还N 是X 的闭 (开) 子集使得

( 1 ) X = B U ( U A ‘
) ,

i〔N

( 2 ) 门A ‘二功.

, (歹

( 3 ) 存在X 的子集恤
。 , x , ,

一
, x ,

}使得下列条件之一成立
:

(a ) 对每一i〔N
,

H
一 e o ({x , : j〔N \{s}})仁 A ‘;

(b) 对N 的每一非空子集J , J笋N
,
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(11) 门D ‘一功
,

(由(2 ))
.

f(挥

情形 1 假设 (3 ) (a) 成立
.

由H
一

凸包定义
,

对每一汇N
,

F 万\{i} = F {、 : ,〔万\{‘}} 泣H
一 e o ({

x , :

j〔N \{i}}) c A ‘

从 (
带 带带

)式推得对每一正N
,

△N\ 拼〔f
一 ‘

(A
‘
) 一众

因此由K y F a n 〔了〕的定理 1 (巨3〕的定理 3
.

4 )
,

我们推得对N 的每一非空子集I
,

E 自( !〕 尸 ‘
) 自(自D ; )子必

‘(N \1 1〔I

其中D ; 一么N
\D

‘,

对每一‘〔八
.

因此

B 自( 自 A ‘)门(门 刀 : )子功
成N \I 谈I

情形 2 假设条件 (3 )(b )成立
.

对八
z
的每一非空子集J = {i

。 , i, ,

⋯
,

i
。

}
,

J铸N
,

七

F J 一F ‘
X 、

。 ,

一
、* ‘仁H

一
c o (笼“‘

。 ,

一
“‘* })C 刀

。月‘
,

从 (3 )推得
么‘c= j

一 ‘

(F
,
)仁 U f

一 ‘

(且
‘
)二 U D ‘

f(了 谈J

由应用 K y F a n [s 〕的定理 5 (〔1 3〕的定理 3
.

5 )
,

对N 的每一非空 子集I
,

E 门( 门 D ‘
)门 (门D I)笋必

‘(N \1 1(I

因此我们必有

B 门( 自 且‘
)门 (门A ; )手必 口

‘〔N \I 泣〔I

定理 4 将〔了」的定理 1 和 咚」的定理 5 ([ 拐」的定理 3
.

4和 3
.

5) 从单形推广到H
一

空间
.

定

理 4 也将 K y F a n 〔洲的定理 5 从拓 扑矢量空间的凸集推广到H
一

空间
.

定理5 设(X
,

{F ,
冲是H

一

空 间
,

B
,

月朽 正N 是X 的闭 (开) 子集使得

(1 ) X 一 B U (U A ‘) ;

f〔N

( 2 ) 门 月‘= 功,

蓄(N

( 3 ) 存在X 的非空子集C
。 ,

⋯
,

C
,

使得对每一还 N
,

H
一 c o( C :

)〔 A ‘和

则对N 的每一非空子集I
,

n C j铸功
.

夕(N \笼‘}

B 几( 自
谈N 、了

A ‘
) n (n A ; )护功

佰 [

其 中A ; 一尤\A
‘,

对每一正N
.
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证明 由 (3 )
,

对每一泛N
,

我们可选取为〔 门
了‘N \{i}

一f〔N
,

{x , :

j〔N \{‘}}仁 C ‘
且因此对每一 i〔N

,

C , ,

则{x
。 ,

⋯
, x 。

}c X 满足
:
对每

和则
.

功
碑

H
一e o ({x

, :

j〔N \{i }})仁H
一 e o (C

‘
)〔 A ‘

结论由定理 4 推得
.

口

系 1 设 (X
,

王尸
,

})是H
一

空 间
,

A ‘,

正N 是X 的闭 (开) H
一

凸子集
,

使得 n A ‘二
f(N

对每一正N
,

n 山铸必
.

如果B 是X 的闭
j〔N \{蓄}

对N 的每一 非空子集I
,

B 自( 门 A ‘
)门 (门A : )铸功

(少卜) 子集使得Y 二 B U (U A
‘
)是 H

一

凸的
,

f‘N

i‘N \I f‘I

其中A ; = X \A
‘,

对每一汇N
.

定理 5 推广 了 K y F a n 〔刘的定理 4 到 H
一

空 间
.

这里我们强调我们的证明方法完全不

同于K y F a n 的证明方法
.

系 1 是定理 5 的特殊情形
,

系 1 推广了 K y F a n [9 」的系 3 也顺

次使 G h o u ila
一

H o u r i Ll o〕的定理更加明晰
.

对 C h o u ila
一

H o u r i的定理的某些有趣的推论

见 [ 4〕
,

[ 5
,

p p
.

1 2 3一 1 2 4〕和〔1 0 〕
.

定 理6 设 (X
,

笼F , })是H
一

空 间
,
B

,

妊
‘ ,

还N
,

是X 的闭 (开) 子集使得

(‘) X “ 以(岁
‘
),

( 2 ) ‘

罗
‘一功,

(3) 存在X 的非空H
一

凸子集 C
。 ,

C
.

使得对每一 i〔N
,

C ‘门 (B U A ‘
)铸功和

自 C , 笋功
.

则对N的每一非空子集I
,

j‘N \{‘}

B 门( 门 只‘
) 门(门A : )砖功

‘〔N \I ‘(I

其中A : = X \A
‘,

对每一‘〔N
.

证明 由 (3)
,

对每一还 N
,

我们可选取为〔 n C , ,

则 {x
。 ,

z(N \{i }

一非空子集J
,

J砖 N
,

有魂
x ‘}‘〔J c n C ‘.

因为每一C‘
是万

一

凸的
.

公〔N \J

c= 自 C ‘.

从 (i )和 (3 )推得
i〔N \J

⋯
, x 。

}c X 且对N 的每

我们有 H
一 e o ({

x ‘}‘(J )

门 C ‘c 门 (X \(B U A ,
)) = X \( U (B U A ‘

))c U只‘

‘〔刀 \J ‘(刀 \J ‘〔N \J 还J

因此

H
一 e o ({义

‘}i(了 )c U A ‘

公(J

从定理 4 立即得到结论
.

定理 6 推广了K y P a n [创的定理 6 到H
一

空间
.

口

四
、

应 用

在本节中
,

作为定理 4 的应用
,

我们得到了K y F a n [7 〕中系 2 的推广
.

作为引理 2 的

应用
,

我们对 1
.

。 一空间内的下半连续集值映象证明了一个几 乎 不 动 点 定 理 和 推 广 了

T y e h o n ff
之。

一

的不动点定理到非紧非凸集
.

这些定理改进 了K y F a n [ 9〕和 H o r v a七h [ 1 2〕中

的相应结果
.
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定理了 设f
。 ,

j
, ,

⋯
,

j
。

是H
一
空间 (X

,

笼F ,
}) 上的连续实值 函数

.

假设存在{ x
。,

⋯
,

x 。

}c X 使得对每一汇N 和对一切x 〔H
一 c o( 笼x

, :

j〔N \{ i}})
,

f
‘
(x) 戒0

.

则下列结论之一成立
:

(i ) 存在分〔X 使得对一切‘〔N
,

f
‘
(分)《o ,

(ii) 对N的每一非空子集I
,

存在x , 〔X 使得对一切 正I
,

j
‘
(x

,
)> o和对一切 还N \I

,

f
‘
(x

,
)成0

.

证明 对每一正N
,

定义A ‘二王x 〔X
:

f
‘
(x) 《 0 }

.

令B = 丈x 〔X
:

f
‘
(x) > 0 对一切 泛N 成

立 }
.

则由定理 4 立即得到结论
.

口

定理 了推广了K y F a n 【了〕的系 2 到H
一空 间

.

定理 8 设X 是l
,

。一空 间 (Y
,

{F , })的非空H
一

凸子集
,

f: X 、 Z r

是下半连续映象使得

对每一 x 〔X
,

了(x) 是Y 的非空H
一凸子集

.

假设存在 X 的准紧子集K 使得对每一正X
,

f(x)

n K 笋必
.

则对每一环境犷〔(犷
‘
)‘〔I

,

存在脚〔X 使得

f (,
二
) 自犷 (夕

;
)铸功

证明 对任意固定 的 犷〔(厂
‘
)、(I

,

不失一般性我们可以假设犷是开的
.

定义映象 A : X

、 2x 如下
:

A (x ) = {g 〔X :
f(万) 门厂 (x )铸功}

对每一
x 〔X

.

因 犷(x) 是开集和f是下半连续的
,

故A (x) 是X 的闭子集
.

对X 的准紧子集K
,

我们能找到X 的有限子集{ x
。,

⋯
, x 。

}使得

K C= U F (x
‘
)

由此推得对每一正X, ‘(x) 门
(
‘

妙闯)
,
姐因此 n A (为) = 必

.

注意到 (X
,

{F , })也是H
一

空间
.

由引理 2 ,

存在{x
。,

⋯
, x 。

}的非空子集笼x:’
。 .

⋯
,
苟

o《k《
n ,

和, ; 〔H
一
c o ({义‘

。 ,

⋯
,

f (刀
。
)门厂(x i ,

)特必
,

即是

今
x ‘, })使得 , ;

法 U A (x i,

)
,

于是
了= D

对每一j= 。
,

⋯
,

勺

x ‘,
〔{刀〔X

:

f (夕
v
)自犷 (, )铸功}

,

对每一j = o ,

⋯
,

k
.

因为j勿
v
)是H

一

凸的
,

且 (Y
,

{F , })是l
.

e 一空 间
,

凌夕〔X
:

f勿
,
)门犷勿)子功}是H

一

凸的
,

由此推得

, ; 〔H
一 c o ({x ‘

。 ,

⋯
,

x i、 })c= { , 〔X :
f(, ;

) 门犷(刀)子磷}

且因此

f (夕
,
)n 犷 (v

v
)笋功 口

定理 8 推广了K y F a n [ 9 ]的定理 7 到l
.

c 一空 间
.

系 2 设(X
,

{F , })是 H a u s d o r ff l
.

c 一空间使得 对 每 一 x 〔X
,

F {二 } 二 {x }和 f
: X

, X 是连续映象使得f( X )是准紧的
.

则f在X 内有不动点
.

证明 注意到H
一

凸包的定义
,

由假设
,

对每一 x 〔X
,

{对 = F {对 = H
一 c o( {对)

.

由应

用且有单值映象的定理 8 ,

对每一 环 境 厂〔(犷
‘

)l(l
,

存 在 脚〔X 使得勿
。 ,

f (脚))〔犷
.

从

f (X )的紧性推得f必在X 内有一不动点
.

口

系 2 推广 了H o r v a七h 〔1 2」的系4
.

4 ,

X 不必是完备距离空间
,

系 2也推广了K y F a n 〔9]

的定理 6 和T y c h o n of f不动点定理
二2 。’
到1

.

。一空间的非紧非凸集
.
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