
应用数学和力学
�

第 � , 卷第 �� 期 ���� �年�� 月�

� � � ��� � � � �� 。皿� ��� � 。
,

� � �
。。��� � �。。

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

细杆空间大侥度问题的基本方程

及其在钻并工程中的应用
’

蔡 宗 熙

�天津大学
,

� ���年� 月 �� 日收到 �

摘

考虑浇度相当于横截面尺寸几倍的情况
,

使用拖带坐标系导出了分析细长直杆大挠度问 题 的

基本方程
�

针对石油钻井的实 �示清况
,

简单叙述了一种分析底部钻具组 合三维静力问题 的 有效方

法
�

指出了文献【�〕中的错误
�

关匆词 站具组合 大侥度 解析解

� 己�
一

全
、 甲 临 「 了

细长直杆 的空 间大挠度问题来自于工程实际
,

例如石油钻井等
�

钻井工作通常是逐步完

成的
�

每钻进力、 �� � 之后就要通过测量确定新钻 出的井眼的真实位置
�

然后抽出钻具组合

�见图 �� 并重新布置以便根据设计的井眼曲线改变钻头的指向及钻进力
�

力学分析中将这

一段称为计算段
�

直的钻杆被放置 于井眼之中并变形为一空 间曲线
�

变形后的转角往往小
一

于

�
�

�� �� � 然而挠度可达到横截面 尺寸的几倍
�

因此
,

这里的杆件大挠度间题是一个挠度与横

截面尺寸相比很大但横截面的转角又足够小的问题
�

这洋的杆的分析是一个三维的几何非线

性问题
�

此时
,

应支表达式中包含转角平方的项 可略云不计
,

但是在平衡方程中
,

相对于杆

轴线而言
,

又必须考虑由变形引起的杆
, �

�乡卜力及外力短方向的变化
,

并且扭矩和轴向力对弯

曲的影响也要考虑
�

如果将这样的问题当作小挠度情况处理从而变成象材料力学中那样的线

性问题
,

则由于忽视祸合效应 可能会使最后结果的误差很大
�

特别是当杆件与井壁发生接触

时
,

考虑或不考虑藕合效应的结果的差别更大
�

已经发表 了许多关 干杆的大挠度问题的研究成果
’ “

一 ,

由 于它的复杂性
,

它们都是采

用有限元或其他数值方法求解
�

因为计算量太大这些方法很难在钻井现场使用
�

本文 中采用

另外的途径解决此问题
�

下面将导出这一问题的足够精确的基本方程
�

事实上细长杆的大挠度问题与薄板大挠度问题有某 些相似之处
�

本文 �� 只限 护讨论圆截面直杆 �简称圆杆 �
�

如果横截面不是圆形则须考虑横截面的翘

曲
�

苦

赵祖武推荐
�

�� � 
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二
、

利用拖带坐标的变形分析

考虑一个本文中简称为圆杆的圆截面细长直杆
�

为分析杆的变形采用拖带坐标言
‘,

并另

取一空 间固定的笛卡尔坐标系才作计算之用
,

其基矢量用街表示
·

两坐标的原点均取 在杆初

端上
�

变形前的杆是直的
,

我们将 � � 取为 顺变形前杆轴线方向的单位矢量
�

在参考构形 中

�初始状态广� ��
,

拖带坐标的基矢量取为�
。一 仑 ‘�

拖带坐标与杆件一起变形并用�
‘表示即

时构形中的基矢量
�

因为杆细长
,

为了避免失稳
,

轴向力不能太大
,

因而轴 向应变很小
,

可

忽略不计
�

因此
,

梦也是杆变形后从原点量起的轴线的长度
�

考虑 驴为常数的横截面
·

对于细长杆剪切弓髻衫
可以忽略不计且杆横截面形状保持不变

�

因此
,

即

时构形中的横截面可以从其初始位置通过刚体运动

而得到
·

这一运动可分为平移和枣转两部分
,

后者

为 小 量可用矢量 � 表示
�

其沿�
�

方向的分量为扭

转角 少
,

原点处 �� 取为零
�

横截面中心的位移用矢

量林表示
�

用 � 表示横截面上任一点的位移
,

� �

彭�
� � 梦云

�

表示所考虑点相对 于横
·

截 面中心的位

置矢径
,

如图 � 所示
�

则有

� � “ � � � �

图 � 变形前后的被截面

��
�

��

将上式 中的右端项沿�
‘分鲜得

� � �。
‘一君

,

石
“
�台

�� �。
“

� 君
‘

吞
“
�心

�� ��
“
� 睿

“
�

, 一首
‘
�
‘

��
。 ��

�

��

上式中�
‘

及争分别为� 及。沿己
‘
方向的分量且仅为梦的函数

�

因此变形后杆内各点梦的位置矢

径为

� � � �  � 夕� , � �

此处盛为点夕在参考构形中的位置矢径
�

由��
�

��
、

口� �口宜‘
,

��
�

��

��
�

��可以求出即时构形中的基矢量 �
, �

� � 、� �
�

�
� 一 �

�

�
�

一争云
, � �

� � 沪�
�

��
,

�� �

��
�

�� �

一

喂�一。冷
�

碟泳
二

平
�

���

� �

十

�
�十
篡

一

十

端鬓
一

代勿氏 ��
�

�� �

这里我们定义击为

� � � �
“

��占

由于忽略了剪切变形
,

变形以后的横截面仍然垂直于变形后的轴线
�

创越
“
近似等于刃口��

,

我们有

�
‘二 一 口澡

“

�口�
�
� 一 �逞

乞

��梦

口
� 一 一口澡

‘

�口�
�
� �澡

’

�口宜
�

由于忽略 了杆轴线上的轴向应变有

�澡
“

��省
� 二 �

��
·

��

注意到杆的转角较小
,

��
�

�飞� �

��
�

���

��
�

了,
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这意味着杆轴线上对应着某一扩的长度不变
�

这一特征在推导 ��
�

� �式时 已经用到了
�

将 ��
�

��
、

��
�

� �代入 ��
�

��式
,

得

、�户、��产

�
�

�
�乃��

�
� � 二 � � � �

�

�
� 一

,
�

‘�

卜丫
气
�

�
。

��厂
,

�
户口�

�
� 二

�
。二

一

沁
�� 氏

一

耳缈
。

以
一

扣冲
�

�筹
� �

�
。

�

�
“
‘

瘩 ��
�

� � �

用� ‘表示变形后杆轴线上的基矢 量
,

一梦

在 ��
�

�� 中令夕二梦一 。
,

得

。, 一‘
� �
泌

� 一

弓鬓云 ��
�

�� �

一 �
�
� , � �

, 一 户毛荃
� 宝

�澡
�

��
�

�� �

。
� 一

吕纱
�

十井��云
�
� 认 ��

�

� � �

利用 ��
�

�� 式可 以求得度量张量的协变分量

� �� � �
� � � �

,

� �。� �
�

一 �

��
。一 �

�� 二 一梦乙

‘
� 。
� 吼

�
� 引乙

�
� 。 � � 一 �占

‘ �
�
澡
�

��舀
�
�
“

�
“
左
�

��占
�

�
“

此处略去 了转角的二次项
�

从 ��
�

��� 看出
,

轴线上因为夕

量
�

因此轴线上的矢量和张量不必区分是协变还是逆变的

托夫符号

厂� � , � 一厂
� � , � � 一厂

� � , � � 一厂
� � , � � �

��
�

�� � �

��
�

��� �

��
�

飞
、

� � �

��
�

飞
,

�� �

一梦一 。
,

故度量张量 功 ,
为单位张

.
由(2

.
10) 式可求得第一类克里斯

厂
。。 , ,

+ 梦d 击/d护一 一 r l
、 , 。二 一厂

。1
, 。

~ d 场
’

/ (
d 雪

”

)

2

厂
3。, 2 一梦d 凸/d梦一 一r

Z、 , 。二 一厂
32, 。

~ d
Z
左
‘

/ (
d 扩)

2

厂
33, 。

= 一占
‘
d
3
澡
‘

/ (
d 占
3
)
“一睿

2d 3左“/ (
d 占
3
)
“

其余的 r 灯
, 。一 仓

用小写的丫
‘, , ,

表示杆轴线上的第一类克里斯托夫符号
,

在 (2
.
1一吟式中令舀

‘一梦~ 。
,

夕23
, :

= 护。1
, 。

~ 一 夕23
,
1

= 一 夕3:
,
1

= 。

甘33
, , = 一 , 13

, 3 二 一 下31
, :

= d

Z

逞
‘

/ (
d 占
3
)
“

衬33
, 2 一 一 , : 3

, 。
二 一 尹

32, 。
= d 场

2
/ (d 占

3
)
2

其余的 竹 , , 。一 。

第二类克里斯托夫符号为

, 季
,
= g 无‘, ‘,

, ‘

上式中扩
‘
为度量张量的逆变分量

.
由于度量张量在轴线上为单位张量

,

协 , , 。
的值相同

.

(2
.
lia )

(2
.
1 1b )

(2
.
1 1e )

(2
.
lzd )

(2
.
l ze)

得

(2
.
LZa )

(2
.
1 2b )

(2
.
子Z e )

(2
.
1 2 d )

(2
.
1 3 )

(2
.
1 3 )式表明 夕护

,
与



蔡 宗 熙

用X表示杆轴线的曲率矢量
.
由微分几何有

X ~ d g
s
/d护~ , 雪

。

g
。

‘

(

2

.

1 4

)

用 M 表示横截面上的合力偶
,

则其在杆轴线法平面 内的分量就是弯矩矢量M
一 阿

“
g
。 .

忽略

剪切对挠曲线的影响并注意到圆杆弯矩矢量与曲率矢量垂直
,

有

M
只 9

3
= E I X (2

.
1 只
)

上式中E l为杆的弯曲刚度
.
就圆杆而言相对于g

, 及宫
2
的E l值是相同的

.
将 (2

.
12b)

,

(
2

.

12 c)

及(2
,

1 4

)
代入 (2

.
1 5)式

,

得

M
‘
= 一E l d

Z
逞
2
/ (d 占

3
)
“ ,

M

Z 一E l d
Z
澡
‘

/ (
d 雪
3
)
2

(2
.
1 6)

M 沿杆轴线方向的分量就是扭矩M
“

M

“
一 G J d os /d 护二 G J 。 (2

.
I T)

上式 巾‘J 为杆的扭 转WlJ 度
, 。为单位杆长上扭转角的改变

.
由于转角较 小

, 。 可 以 用 e 在

G
3
方向的分量的导数6来代替

.

M
“
= G J d os / d 扩= G J 6 (2

.
1 8)

三
、

基 本 方 程

考虑如图艺所示变形后的杆微元了扩
.
微元两端的位置矢径分别用r及 r + d r 表示

.
作用于

两端的合力及合力知分别用F
,

F + 州F
‘

/(/
护)J 梦及

M
,

M

+ ( d

M
/ d 护)d护表示

.
分布的体积外力及表

面外力分别用q
,

及q
。
表示

.
单位杆长的外力矩用饥

表示
.
用P 表示单位杆长上的外力

{

厂
、

户
1

、, 。

厂\
(3.1)

r刁
、、\ 一

J~

洲

, 一

仃
, 、
汕

“+

丁
、。·

J “

上式中 左和 S 分别为横截面的面积和边界
.
采用这

些符号可写出微元的平衡方程为

d F /d夕十户二 O

图 夕 微分单元

恙梦
+
霆

义 “+ 饥 一 0

(3
.
Z a )

(3
.
Z b )

这里的d r/d扩就是g
。 .

这些方程的分量形式为

尸 ‘}
3
+ 户‘一 o ( ,

.
3 a)

M
‘
I
。
+ g

‘七
F

j 。, 、。
+ 。

‘
= o

(
3

.

3
b 、

如前所述上式 中的逆变度量张量 口‘今为单位张量
。 。, 。:

是置换张量
.
F ‘

}

。

及M
‘
}

。

分别为 F
‘,

M

‘

关于驴的协变导数
.

将 (2
.
1

一

2

)

、

(

2

.

传)及 什
}8 )代入 (

只
.
3
b) 并注意到对圆杆有J

二

讹I
,

得

M
3一T 一 G “一 Jm

3
“驴

F 王
二 一 E l

d
3
澡
‘

(
d 梦)

+ 拼T 一阴
2

(3
.
4 a )

( 3
.
4 b )

F
“
二 一E l

d 3澡
“

(
d 君
s
)
一 科T

-

d
Z
澡
2

(d 占
3
)
“

d
“
澡
1

(d君
3
)
2 + 阴

’

(
3

.

4
e
)
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上式中拼为泊松比
,

T 为外扭矩
.
展开 (忿

.
芝, a)

,

得

d F ’

/d
梦+ 此

。
F

殆
+ 夕二 o

d 尸
2
/己扩+ , 孟

。
尸
“
+ P

“
= 。

己F
“

/ d 扩+ 护;
;
F

“
+ 户

:1二 一

。

利用 (2
.
招)式

,

(
3

.

5
c) 可表达为

(3
.
6a)

(3
.
sb)

(次5c )

q曰卜g
d

, .1
.
,J尸

3

一丁沙
一“

’

瑟
:
一 F

Z d
“
嵘

(d 扩
(3
.
6)

将 (2
.
12 )

、

(

3

.

理b )
,

(
3

.

4 e
) 代入 (3

.
5a)及 (3

.
5b )式并略去6 的平方项得

E I 一 (1 + 2拼) T
d
3
左
2

(d护)
“
一尸

3 d
Z
龙
1

(d 梦)
,

_

d
”‘2

十
_
, 二只
十 。用

‘

十 产必阴
“

以 自

d 珑
“

(
d 安
3
)
2 一 乡

1一 O (3 了a )

}II (

耳爹;
、
+ (

‘+ 2

l’)T 、耳摹一 F
3

d m l
.

。

一 J 闷 十 。m
‘

一 拼阴
‘

以 g

一 P
Z一 O (3

.
7 b )

方程 (3
.
了) 即为圆杆在大挠度条件下的基本方程

.
其中第二

、

三项分另J表示扭矩及轴向

力对弯曲的影响
.
(3
.
勺及 (3

.
劝中的夕

‘

及优
‘
为作用 少单位杆长上外载荷沿g

‘
方向的分量

.
通

常g
‘

与龙
‘

及4
“

有关
,

因而户
‘,

耐及F
“

是左
‘

及护的函数
,

即使在外载荷明确给定的情况下
,

它们

也须与位移一起确定
.

以下讨论基本方程在钻井工程中的应甲
。

考虑外载荷 由杆的自重和钻井泥浆的浮力

组成
,

因此p 的方向总是铅垂向下的
.
杆与井

壁间的接触反力按接触问题考虑
,

这里没有将

它包括 在内
。

为明确担 见
,

笛 长尔 坐 标系中

的e
l
取为通过e 的铅垂面 内的单位矢量

, 仑
。

通

常是倾斜的并指向上方
.
矢量

。 ,

则 由e
:一 。 :。x

。1
确定

,

因此它位于某一水平面 内
,

如图 只所

示
.
用a表示e

。

与错垂线的夹角
,

别有

P = P sin a。 , 一 夕e o s a e
。

(
3

.

8 、 助3 参考坐标系

此处仑 ;的指向朝下
.

G
‘ ,

夕
‘
一力sin a 魂

一

P
e o s a

J 左

利用 (2
.
9)式可以得到

/d梦

夕 二 “少夕s in
a + P c o s a d 澡

“

/ d 扩

尸= 一加。S a + 那in ad 澡‘,/d 护

钻头上 (酬= 0) 的轴向压力通常称为钻压
,

在具休问题中是给定的并记作邵
.

(3
.
6)

,

得

(3
.
ga)

(3
.
gb )

(3
.
ge )

将 (3
.
9e)代入

e到
.

意注
.

F 3

一 , +

自Pc
。。。一 , 。i n 。

嘿
J0 k L‘ 5

(
3

.

1 0
)

nO分�
d

、Lr,, .1.1d
3
澡
2

(d 占a)
“

为得

场护dd
+

一刀‘

〔(喜摹;
2(
井摹;

·

将 (3
.
9a)

、

(

3

.

9
b ) 代入 (3

.
7)式并记住tn = 0

,
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1a出脚
J.上‘.儿d

‘
4
1

(
d 占
3
)
4

.
。

、

。 d
3
澡
2 一

。

一 又‘+ 乙拼) ’ ( J 驴户
一

一 厂
‘

」 3 只 1

户
一

+(

‘+ “川伙蘑)
3一尸3
备

一 , 。。二蛋
一 , ·‘二 ‘3

酱
:一

Pc
o S ·

霎一蜘
,
na

o叱召走‘月‘�
d
一d

�
了
一声l

EE

(
3

(
3
.

功) 及 (3
.
11

一

)
即为分析钻具组合 (见图1) 大挠度问题的基本方程

.
通常

,
E l

T
,

力均为扩的巳知函数或常数
.
而少则可由方程 (2

.
劝通过积分而得到

.

因为钻杆与扶正器的横截面均为中心带孔的圆
,

钻具组合绕自身轴线的转动不影响基本

方程
.

文献 〔8〕采用固定的空
「

间坐标系
,

推导出了组相 当复杂的含有几十项的基木方程
,

然

后通过忽略其中的大多数项进行简化
.
简化后的结果与前节的方程 (3

.
11) 形式相同

,

但其第

二项的系数是 一 T 而不 是 (1 + 2川T
.
这将在杆分析的最后结果 中产生严 重的误差

.
不难看

出
,

方程 (3
.
1

一

i)
中第二项代表因扭矩而引起的在

‘

与澎间的 耗 合 作 用
.
由 于 在 计 算段 内

(3
.
11

一

b)
中的少及载荷项 一少P夙 n a 均较小

,

藕合项 (1 + 2川T d
3
嵘
‘

/ (
d 雪“) “变成为主要项

.
因

此第二
‘

项系数的错误将使遗
2 ,

d 澡
2
/d 扩及 F

Z
有很大的误差

.
在钻头 上 (原点)

,

0s 二 0
,

根据

文献 咚〕中方程算出的F
z
可能出现正负号的错误

.
而且钻头 上的d澡

久

/d 扩 及 F
Z
又是影响将要

钻成的井眼轨迹的两个非常重要的因素
.

在文献 [8 」中
,

其类似于 (3
.
”! ) 的方程的第三项的系数 F

3
取为变形前杆的轴向力 因而

与左
‘

及在
’

无关
.
由于平衡方程是建立在变形以后的微元上的

,

这样处理显然是不合理的
.
特

别是当钻压 砰较小且图 3 中的
a
接近 少叨 度 (大斜度井和水平井的情 况) 时其误差将会很

大
.

(3
.
川 式 由关于立

‘

及成
2
的两个韬联的非线性常微分方程组成

.
可用复变函数方法解决藕

联问题
.
令

A = 百I ,

B 一了(1+ 211 )T
.
C 二 一 户c o s a (3

.
1艺a )

刀 一 (
: 一 j占

3), 。i n 。 ( 3
.
1 2 b ) )

Z 二澡
‘

+ j澡
2

(3
.
1 2 c )

上式中j= 斌 一1
一

为虚数单位
.
将(3

.
12 )代入 (3

.
州 )得

d42

(d睿
3
)
4 + B

d 3Z

(d 占
3
)
一 F

“
d

Z
Z

(
d 占
3
)
2

.
0 d Z n

十七
一
} 乍杯

-

一口
U g

(3
.
1 3)

上式中的F
“

是4
‘

及泥
2
的函数 因而也是Z 的函数

.
(3
.
玲) 为一复非线性常微分方程

,

可使用直

接迭代方法求解
.
对第k+

飞
个迭代步

,

由Z 的第 九次近似值计算F
3
的第 k 次近似值并且将它

代入 (3
.
飞

一

3

)

,

得到一个线性的常微分方程
,

然后根据边界及接触条件解此方程 以求得 Z的第
九十吹近似值

.
重复上述过程直至达到所要求的精度为止

.

由
一

于(3
.
13) 为变系数的常微分方程

,

较难求解
.
我们将杆件划分成许多小的区间

,

并且

(3
.
13)中的系数A

,

B

,

C 在每一区间上取为常数
,

尸
3
可近似地用其平均值代替

,

于是在每一

小区间内(3
.
飞3

)成为常系数的常微分方程
.
在一个典型的小区间内

,

它的解析解为

Z 一Z ,
+ 乙 夕。

e x p 「月
。

睿
3
〕 (3

.
]4 )

上式中Z
,

为方程 (3
.
13)的一个特解

,

并且 刀
,

(

。= 1 “4)为方程 (3
.
13)的特征方程的特征根

.
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(3
.
14 )中的护

。

‘
。一 飞、4)为由边界及连接条件所确定的待定系数

。

值得注意的是
,

杆位 干井眼之 中并且部分地与井壁接触
,

因此 引起 了非线 性 问 题
.
所

以
,

即使不考虑因为 F
3
取决 左

‘

及左
“

而产生的非线性
,

整个问题也必须迭 代求解
.
如果我

们将两种迭 代合并 i一个过程
,

则用‘3
.
了
0) 来计算 F

“并 不增加任何 困难和子卜算量
。

以上简单介绍的计算方法将在另一篇文章中仔细讨论
.

四
、

验证基本方程的 一个例子

石油钻井中的底部钻具组合由钻杆
、

钻头及于个或多个扶正器组成、丁如图4
一

所示
.
每一

部分钻杆或扶正器均为等截面的空心圆杆
.
分

析这一结构时我们最关心的是钻头附 近 的 受

力及变形情况
,

因为它们直接影响将要钻成的

井眼轨迹
.
因此

,

力学分析只 在 靠 近 钻头的

30、 40 m 杆 段
,

即 引言中所说的计算段中进

行
,

而整个钻杆却经常有数公里之长
.

基于本文所提出基本方程
,

考虑与井壁的

接触问题
,

编制了分析底部钻具组合弯曲问题

的计算机软件
.
由接触引起的杆与井壁的相互

作用按弹性接触问题处理
.
结合本软件及其他

钻头

图4 底部钻蕊组合

有关程序
,

借助
·

丁这样的分析在国内某大油 田的州
一

口斜井的现场进行钻进
.
根据测童可证实

它们与预计的井眼轨迹符合得足够好
.
每50m 井眼长度上的水平及铅垂位置的最大误差分别

在士0
.
4及 士o

.
1
.
m 左右

.

这一例子表明本文所给出的基本方程对分析底部钻具组合空 间大挠度问题 来 说 是适用

的
.

致谢 撰写此文时
,

赵祖武教授给予了悉心 的指导并提供了许多宝贵 的 建 议
,

作者对

此表示衷心的感谢!
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