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摘 要

本文基于拖带坐标描述和S ~ R 分解定理
,

建立了包含速变梯度
、

功晕
、

谏庭
、

应力 和 应变丰

性 互类独立场变最的非线性弹性动力学率型广义变分原理和广义子域混合杂交变分原理
.

关键词 率型广义子域 混合杂交变分原埋 拖带坐标 S一 R 定理

、

引 言

作为有限元法和动力子结构方法的基础
,

研究变分原理的重要性毋容置疑
.

经典的两种

原理
, 最小位能原理和最小余能原理 曾由C o u ra n t与H illb e r t

‘」

(i。二功 作了严格论
一

证
,

其

中位移和应力被分别作为独立的场变量
.

H el li n g 盯
〔2 ’和R e i朋 n e r 石

‘ 〕
先后于二g

嗯花年和
’ g扣

年提出了弹胜力朴中包含位移和应力二个独立场变量的一 种广义变分原理
.

之后
,

胡海昌 : ‘」和

W a 、h izu
s

先后
一 1 1

年和 肠
一

年提出了另一种广义变分原理 (即 11
一

W 原理 )
,

其 中位移
、

应变和应力被视为三类独立的场 吏量
。

对动力学问题
, f

’
o u p 乞n : 已」

(比 5 2 ) 和 C ra n d al l‘
7 ’

(飞9之
) 了)建立了余能型原理

.

3 a1’
r

L
8

(
1

,扭幼建立 了包含速度
、

位移
、

应变和应力等 碑个独立

场变量的弹性动力学广义 日
一

W 原理
.

钱伟长等
红g 〕

(
1 昭

,

)给 出了动力学分区变分原理 及其广

义变分原理
。

邢京堂
‘。」 ’‘’给出了不同时端条件下的弹性动力学变分原理及其应用

.

对非线

性问题
,

钱伟长
一

‘艺’仁。弃
,

幻建立 了大 位移非线性弹性理论的变分原理和广义变 分原理
.

郑兆

昌和邢京堂
‘2 」

仁:“、0) 建立了包含动量
、

速度
、

位移
、

应 变和应力等 苏个独立场 变 量的非线

性弹性动力学广义变分原理及子域原理
‘

郑兆昌和赵画桥
’“ 〕咬

~ ’

约 进一 步推广
‘

了动力学多

变量广义变分原 卫 , 视位移梯
)药

、

功量
、

位移
、

应变和应力等为独立场变量
, 建立了相应的

非线性弹性动力学广义变分原理
咨

上述变分原理大多基 L a g r a n g e 描述法 ,
并以G r

ee n

应变张量作为变形的几何表达 自陈至达
一

‘乌J
〔护 7勺提出应变与转动的和分解定理 (简称 3

-

R 定理) 以后八落 拖带坐标描述和S
一

R 定理的非线性理论及有限元方法已取得一些进展
,

涉及的工程面包括岩石
、

金属大变形
、

非线性效应
、

物性方程
、

生物工程和细胞工程等
二‘日〕.

签

陈至达推荐
.

中国石化北京设计院资助课题
.
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新理论的创立为非线性力学的发展奠定了基础
.

木文纂 州范带坐标描述和 S
一

凡定理
,

建立了非线性弹性动力学率型广义变分原理和广义

子域混合杂交变分原理
.

给出了包含速度涕度
、 一

动量
、

速度
、

库力和应变率等五类独立场变

量的势能率和余能率型泛函表达
.

根摒聆值原理
,

通过变分得到非线帐弹性动力学的全部控

制方程和 L a g ra n g e乘子 ,
,

低
‘

一
二

、

非线性弹性动力学控制方程

在拖带坐标系描述下
,
考虑一占有三维空 间域口且具有给定儿何边界 g , 和给 定 力边界

S
,

的弹性体 (S = S
。
+ S

,

)
,

采用以 8
一

R 定理为基础的应变张量S {和应力张量 a ,
‘

了表达
,

不计

体矩
,

可以写出非线性弹性动力学的基本方程和定解条件

运动方程

。云, ij
, + f

‘~ P.
(
x ‘ , t)(口 x (t

, , t :
)

、

(2
.

1)

几何方程

一 (厂
‘l, + 犷‘}丁)/ 2

一 (Q {+ 。{
,

)/2

(
戈‘, t)〔口 x (t

l , t :

)

(二‘
, t)〔日 只 (才

, ,

矛2

)

(2
.

2 )

(2
.

3 )

夕夕

应力
一

应变关系
。 ,

一 !口仓终
” (一‘、〔口 X “1 ·

才2

,
(2

.

4 )

口启(a 了
, )

口司 j
(二‘

, 步)〔口 x (t
l ,
才: ) (2

.

5 )

点(S {) + 力(a 任
, )一占 “s {斗a飞, 夕l

力边界条件
a 犷了, , = 早:

(x
‘, t )〔S

。 火 (t , , t Z

)

位移或速度边界条件
。 ‘二 。‘ (

、‘ ,

, )〔s
, x (才, , t : 、

犷‘二护
‘

(二
‘, t)〔S

; 义 (t
} ,

t :

)

(
x ‘,

t)〔口 又 (t
l , 1 ,

) (2
.

6 )

或或

(2
.

7 )

(2
.

8 )

(2
.

9)

引入动能和动量或速度之间的关系

T (P
‘) = P

‘
P‘/ Zp

‘

(二
‘,

才)〔口 x (t
l , 矛。) (2

.

1 0 )

或 T (厂
‘

)二 p 厂‘卜
’ ‘/ 2 (

二‘ ,
t)〔口 x (t l ,

t : )
.

一 (2
.

1 1 )

并定义
’

口T / 口P , = 犷‘ (大
‘,

才)〔g x (t
l , 才2) (2

.

1 2 )

或 口T / 口犷‘二夕‘ (
x ‘ , 矛)〔口 x (t , .

t。) (2
.

1 3 )

引入速度梯度Q }
, 并定义为

Q ; 一厂
‘}}, 二 0 (x

‘, t)〔口 x (才
: , t :

) 丈竺
.

1 4 )

时端条件

己厂 ‘
(
x ‘ , 才1 )二 d卜

‘

(
x ‘ , 公。)一 0 (2

.

1
一

5)

或 乃二 ; ’(x
‘ ,

t l)二占a ;
了
(
x ‘ , 才2

) = 0 (2
.

1 6 )

其中
, 二尸和S ;是在 鹿带坐标系中定义 的应力和应变 ; A (S })和 (B己

,
)分别表示应变能

密度函数和应变余能密度函数 , f
‘
为体力 , 外

, “‘和俨分别为边界力
、

边界 位 移 和边界速
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度 , 户为材料密度
; 符号

“

{
”

表示对瞬时艳带坐标分的协变导数
, “

1 0 71

”

表示对时 间的变化率
.

非终性弹介卜劝力学率型广
一

义变分原理

1
.

势能率型原理

我们构造下列泛函

方
v , 一

l
‘’ 、,
丁(「

。, : , 泞卜 。‘
。, : , ) 一厂

‘
、

‘一

卜少(,
‘
) 一 了

, ,

。‘一
(泞卜奥。: 一 几Q。

,

)、;
J 八 贬j 习 L 、 乙

’

乙 ,

一 (。卜 V ‘ ,, ,
)。;

,

〕
d“一

丁
: 。

, ‘犷‘d s 一

丁
s

:

(V
‘一 夕。)“

‘d s

} (3
.

1 )

式中 :
符号

“

H 、, ”

表示含五个独立场变量的势能率型泛函
, 这五个独立场 变量分别是a ‘

.

, ,

泞l
,
犷‘,

Q{和户
‘.

几厂]
, z, “’和几

‘

为L a g r a n g e 乘子
,

分别 用于引入变分条件 (2
.

3 )
、

(2
.

1 4 )
、

(2
.

9 )
.

非线性弹性动力学广义变分原理可表述为

对任意时刻 t ,

在满足给定时端条件(2
.

1 5 )的一切可能的运动 巾
,

真实运动的应力司
, ,

应变率夕}
,

速度V ‘,

速度梯度Q {和动量函数p ‘必使泛函万
、,

取驻值
,

即

占万 v , = o (3
.

2 )

证明

占方
Y ,

对式 (3
.

1) 变分
,

利用时端条件(2
.

1
一

5 )和散度定理
,

有
一

丁扮仃
。

巨
, ‘:、一 ‘,

‘ : 一 口

瑟纷
’、 :厂 ,

‘

、
‘+

一

瓷户
’蜘

一
执户

一
耐r

,
一

(
‘, 一

;
。, 一

{
。:

·

)、
, 一

(胎 :
一

;、
: 一

;二叻
“
落一

一 (。, 一 V ‘}},
)j。;

, 一 (占。, 一占犷
‘

}},
)。

‘一

」
d “ 一

丁
s

。

, ‘占‘一 d s
:

一

丁
‘

、
。

‘V
‘一 护

‘

, d之
! d s 一

丁
、

、

6 丫‘几
、
d s

}
一

丁扮{{
。

巨
‘

.

,

扭一嗯汁
’

冲
‘。(口 : 了一 、

:一) + 伽愕穿
‘
’一“

,

)
+ *

‘
(, ‘一 ,

‘一 。‘一 l, ) + 、 ; (
一

)
一

、
。
·

, +
一

;
、

:
·

‘一。:
今
一、

,
·

,

恤
一

委
一

Q ;

一

合
。:

·

)
一占。

‘
·

‘(Q : 一厂
‘., , )
)
d “ +

{
;
。

占厂“。
‘
·

, ·

厂 ,
‘, d s

+

丁
;

、

邵
‘
(。

2

一
义

!

)汀“一

{
、

执 (犷
‘一 厂!

)“好
令 占H v , 二 o

得到下列 E ul er 方程

z‘犷I !I
, + f

‘= 乡
‘

式 (2
.

3) (2
.

5 ) (2
.

1 2 )(2
.

1 4 )

和边界条件
拼犷, n , = 少.
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式 (2
.

9 )

及L a g r a n g e乘子

凡
,
‘

了一 a ,

。、‘一

}
(、; ‘+ 、; ‘

·

)
(3

.

3 )

瓜一环
:
’

, n ,

由于不计体矩
,

故a ‘
.

了等于气
“ .

因此式 (3
.

3 )可写为

召 ,
’

了= 几
‘
’

了

将L a g ra n g e乘 子代入上述E ul er 方程和边界条件
,

便得到非线性弹性动力学的全部控制方

程
,

即式 (2
.

1 )
、

(2
.

3 )
、

(2
.

5 )
、

(2
.

7 )
、

(2
.

9 )
、

(2
.

]2 )
、

(2
.

1 4 )
.

证毕
.

2
.

余能率型原理

我们构造下列泛函

方一{::
d ‘

仃
。〔‘; , S : 一 A (S : ) + 少(:

‘

卜 , ,犷
‘

+ (a 、
, }}, + ,

‘一 , ‘
)。

‘〕、。

+

{
:

,
a ‘

·

,一 v‘d s 一

{
s
。

(a
‘

一
,
‘
)a

od S

} (3
.

约

式中 :
符号

“

H 。。”表示含四个独立场变量的余能率型泛函
,

这四个独立场变量分别是a.t , ,

兮
,

尸和P‘
.

少和少为L a g ra n g e乘子
,

分别用于引入变分条件 (2
.

1) 和 (2
,

7 )
.

非线性弹性动力学广义变分原理可表述为

对任意时刻 t ,

在满足给定时端条件(2
.

飞
一

6 )的一切可能的运动中
,

真实运动的应力。 ‘
.

, ,

应

变率匀
,

速度 犷
‘

和动量函数P
:

必使泛函 11 : 。

取驻值
,

即

占刀 : 。一 O (3
.

劝

证明 对式 (:;
.

Q 变分
,

利用时端条件(2
.

1 6 )和散度定理
,

并注意到应力张量的对称性
,

有

。“一{::
d ‘

{{
。

卜
占。

!
’

“ , + “
’‘s ’- 口A (S {)

口S {
乙S { + 嘿黔场

犷 ‘一 己’‘犷
‘

一 ,
‘
“厂 ‘+ (。

!
·

, ,,, + ,
‘一 ,

‘

, “。
! 一“a

‘一。‘ ,,J
,

一 d , ‘。
,

〕
d“

+

{
、。 + 、

‘

d J、, 一。‘d s +

{
:

」

ja ; , , 2 , F
!
d s 一

{
: 。
“叮 、,

一
‘S

一

{
: 。

(a ; ,

一 ,
‘

)乃一。s

}
一

{::
“公

{!
。

〔
乙。“· ; 了}J十了

! 一 ,
德

, + ““;
(
合

‘

一
口

毛续
’)

一

)
一 6· : J

(
‘:

+

吞
。‘}}, +

互
一

。‘}}:)
+ 。V !

(
口

态拼
‘

,一 , 未

)
一 “, ·

(。
。+ V ‘

)〕
“。

+

{
:

,

“。 ; , 一 (。
‘+ 厂。)d s +

{
s 。
“a ; , 一 (。

‘

一 )d s
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一

{
、

口

‘a
,

一
,
‘
)。a

‘、s

}
令

‘

511
, 。 ~ o

得到下列E ul e r 方程

式 (2
.

1 )(2
.

4 ) (2
.

1 3 )

二
.

1
, , , . ,

⋯
召 ; = 一丁 (拼

’

11, + “
’

}l号

和边界条件

式 (2
.

7 )

那‘= 一夕‘

及 L a g r a n g e乘子

拼‘- 一犷‘

a ‘一 拼‘

将L a g ra n g e乘子代入上述 E ul er 方程和边界条件
,

便可得到控制方程 (2
.

1)
、

(2
.

2 )
、

(2
.

4 )
、

(2
.

7 )
、

(2
.

9 )
、

(2
.

1 3 )
.

证毕
.

四
、

子域混合杂交变分原理

将弹性体整体域幻分成两类子区域
,

一类用势能率表达
,

另一类用余能率表达
,

分别用

尸和C标记
.

此外
,

我们分别用m 和
,
标记这两类区域的域号

.

整体系统的泛函将由所有子域

及子域 交界面处的泛函之和构成
,

即

方一 艺方谁+ 艺方芯+ 艺方臂厂+ 艺斤豁 + 艺斤邵 (4
.

1)

式中
:

H 孚和刀县分别用式 (3
.

1) 和 (乙
.

吟表达
,

子域交界面处的泛函为

二
’

一

{::
d ‘

{
: 。

, : ,

豁 一

{::
d ‘

!
:

。, ,

(V ‘“ 一 犷‘m
‘

)。 : j协n
晋d

‘

夕 (4
.

2 )

(a 犷
了” , 了+ a “了

” ‘

。
牛

‘

)犷
‘”
了S (4

.

3 )

方: : 一

{::
“‘

{
s , ,

。 ‘
·

’”·了犷 ‘“J“
(4

.

4 )

根据驻值泛函原理
,

即

d刀 二 0

结合时端条件 (2
.

1界)
、

(2
.

1 6 )
,

即可得 到每一个子域 内的控制方程和 边 界 条件
,

域交界面上的速度连续条件

厂‘“ = 厂‘m
护

(x
‘, t)〔S , ,

,
x (t

, , t Z
)

F ‘。 = 犷‘
” r

(x
‘, , )〔S

”。 , x (才
: , 才:

)

厂‘. = 犷‘”

(x
‘ , t)〔S

。 , x (t
, , tZ

)

和力平衡条件
a ,’, ‘ n

丁+ a ‘
’

了“ ‘ 。
T
’

= 0 (:
‘, t)( S 。。

, X (t
, , t :

)

(4
.

5 )

以及各子

(4 6 )

(4
.

7 )

(4
.

8 )

(4
.

9)
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〔丁 ,
.

了倪 n
了+ a “了

” r 。下

J ,
’

j仍。
李

一

于(T *
’

了””{

一

。 (、‘
.

* )〔
.

写
, 、 ,

x (
一

:
.

子:

)

。 (义
‘

.

广、(
.

咬之侧
二

V (子,
.

、

(
‘

.

} o )

( , 1 飞)

具体证明这里不再细述
.

五
、

结 沦

本文基于拖带坐标描述和 S
一

R 分解定理
,

建立 了非线性弹性动力
一

攀率型广义 变分原理

和子域混合杂交变分原理
.

该原理在买际工程中的应用有待进一 步研究
。

文 口丫上 口 8 〕等基

于势能率原理和更新拖带坐标法给出了平面弹塑性大变形静
、

动力分析实例
。
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