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二
、

基本流速度分布

在 J a n g 等
‘

2 二和周恒 ; ‘二
的理论模型中

,

基本流速度分布采用的都是湍流边界层
、
平均速度

分布
,
所得结果都与实验不太相符

.

我们认为可能的原 因之一是所采用的基本流不合理
.

在

用流动稳定性研究相干结构时
,

相干结构被认为是一种不稳定波
, 而基本流应该是不存在这

种波时的平均流
.

可以设想
,
如论在湍流边界层的底层不存在碎发现象

,

则底层的雷诺应力

显然会小得多
夕

速度剖面就一定没有湍流边界层平均速度 剖 面 那 么 饱 满
,
B la c k w el d er

等
‘ 6

。

给出的碎发 期间的相位平为速度剖面
,

在底层处
,

大部分时间内较湍流平约速度剖面饱

满
.

这就从实验的角度证实了在碎发周 期以外的时间
,

速度的平均剖面不如湍流平均速度饱

满
.

而相干结构或者说不稳定波则是在这种不太饱满的速度分布下发生
、

发展的
.

也正是相

干结构的增长
夕
发展

,

形成了碎发过程
,
才使原来不太饱满的剖面变得饱满起来

, 从而达到

充分发展的程度
.

湍流边界层平均速度剖面正是这种活跃期和相对平静期剖面平均的结果
。

在

平板湍流边界层中
夕
导致碎发的相干结构主要集中于边界层底属约为 0

.

05 个 边 界层厚度以

内
.

在这个范围内
,

如果不在碎发期内
, 雷诺应力很小

,
应是粘性起主要作用

.

因此
,

层流

边界层方程可以 应用于这一薄层 内
, 从而一种可能的近似基本流分布可以是经平板法向坐标

压缩了的 B las iu s 速度分布
,

在这个范围以外
,

才是湍流边界层 平 均 速 度 剖 面
,

变形的

B la o iu s 速度分布和湍流边界层平均速度分布在某个合适的位置连接起来
,

就构成了研究流

动不稳定性的基本流速度分布
,

作为理论模型
,

本文正是采用这样的复合速度分布来研究湍

流边界层底息的相干结构的
.

本文中湍流边界层的平均速 度 采 用 s p al di n g 速度分布
, 记为

。。

(见W hi 七e
’

一

)
,
将

B la 幼u s 速度分布
。 , ,

在法向 , _

[ 进行压缩
,

并改变其大小
, 使得

“ , 在协处与
“ :

接起来
,

在

0 < , < 月‘内用修正后的
“。 ,

在 班< 夕< 夕
,

用 u , ,

没“。

为
“ ,

值的改变量
, k

。

为法向坐标的压缩

量
,

则连接的条件是速度及其一阶导数连续
,

即 :

今

⋯
; ·

(条)一(
‘

笛)
“

一
‘

(旅
.

)
一“⋯ ;

(管)
对于给定的 v ‘,

可求出
“。和寿

。 ,

但速度的二阶导数在脚处并不连续
。

为此
,

作局部光滑化
,

令

则g 寺 0
.

选拟合函数

达式为

。一 }[、:
。公(。

; / 。)一
。 。“笠(, : z、

。 ·

。)」
乙 l

f一 e x p
「
一 。

了犷梦丫1
,

当 、一、:

时
,

它衰减 很 快
,

最后选取复合速度的表
L \ 阿 e 口 I J

·

⋯认介
一

)
+

《价呱幼呱幼
二
(兰)

一 。

{:!:
, d(崖

。

)
d

(偏)

(0 < 夕< y ‘)

(2
.

1 )

(刀
:

< 夕< 夕。 )

了.皿..户
.

、

!
.、

一一U

由于相干结构主要存在于底层厚约 切 01
十

左右的范围内
,

这里 l
十

是摩擦长度
.

因此
,
在本文

的计算中犷定在 10 。左右
,
可以调整

,
而城取为3 00 1

十 ,
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为了使结果更可信
,
本文还考虑了介于复合速度

。‘与湍流边界层平均速度
。 ,

之间的情

况 , 其速度表达式为
:

“一 “ ·

+ 一 p

卜
“

(
一

岌)
Z

J(
·‘一 。 ,

当 k 一 0时
, u 就是上述的复合速度分布

, 当 k不为零时
, u就介于

u ‘
与

u ,

之间
.

三
、

扰动方程及幅值演化方程

释卿河设流向
x ,
平板法向, , 展向

2
的流速分量分别为“ , 。 , 切 ,

(或用向量 u表示 )
, 由于考虑

的是碎发产生前的问题
, 雷诺应力很小

,
故可采用层流模型

.

设瞬时速度可分解为基本流项

和表示相干结构的扰动项
.

u = 访+ 〔 (3
.

1 )

采用平行流假设
,

则百= (侧妇
, 0 , 0 )

,

叫川为上节的复合速度
.

这样扰动项满足的无量纲

涡量方程为

(
一

潺
+ 。

晶
一

加)(翼一黝
十 “

, 一

哭
+ 一霎

+ 二”

「 口
, _ _ _ 、

口
, _ _ _ 、

飞

= 一 L
一

。奋
一

L“
’

V “ )一 。x L“
.

V ” )J (3
.

Za )

(塌
一

+ 。

晶

一l
一

易

2

)({ 香一鲁)
+ 。

,

登V

i
一

R
一

口
·

V 功 一 (3
.

Zb )
飞

!
J

、

、.了

公V

(备
+ “

橇
一

妥
一

v
Z

)(
-

一l备
(。

.

、。)-

登)
十 。,

瞿
。

.

v 。 )J (3
.

Ze )

而
一

山色叙

(3
.

2a )对
x
求导

,
(3

.

2 b) 对
:
求导

,
并利用连续性方程

,
可得到公满足的方程式

:

1 1
。

口

灭R v
“

一 矽t
一 。

夕、铲
。、 。 I,

李
a X , a X

一 v
Z

(。
.

V 。)一 了
:
一

【v
.

(。
.

V 。)〕

u 沙
(3

.

3 )

,,j

这样方程 (3
.

3 )
,
(3

.

2c) 以及连续方程构成了求解衫
, . , 必的三个方程

.

作为非线性分析的出发点
,
线性问题

,
可以设扰动速度有行进波的形式

, 即设

(.
, 衫, 叨 )二 [“(夕)

, 。
(夕)

, 阴 (, )〕e x P〔i(a 二 + 刀
z 一 。 *)〕

代入 (3
.

3 )
,
(3

.

2 b )和连续性方程
,
并略去非线性项可得

L
。

(a
,
刀

, 。 )”(, ) = o

L :
(a

,
刀

, 。 )[‘刀
“(夕)一‘a 切(夕)〕= i刀创

。(夕)

ia u
(刀) + i刀、 (刀)= 一 D 。

(刀)

(3
.

4 )

(3
.

sa )

(3
.

sb )

(3
.

se )
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其中
: 0ta

夕

刀
夕 。
卜〔加

”
2

一二一 ‘(
au--

。 )(D
2

一
二

一

。
iaa

·

〕
去

!

‘“ ,
刀

, 。 , 一f丁
,

‘D
Z

一
刀
么

)“、
a

一
)了

D 一

二
以功满足的是一个齐次方程

,
与 刀为流向和展向波数

夕 设为实数
,
对二维情 况刀为零

, 。 为

频率
,
设为复数

, 记为。 ~ 。 : 十f听

按处理非线性问题的共振三波理论
,

基本波由满足线性问题的一个二维波和一对三维波

组成
,

即
「

百: = 左u : e x P [f乡
:

〕+ B
; u : e x P [ i口

:

〕

+ B
: 。。e x P仁f口〕+ e

.

e

其中0
; ~ al x 一 。 , 份 口

2
一 a 声+ 户一 。 2

衬
,
日
。
一叭x 一 刀

: 一 。
入衬 ,

并要求满足共振条件

0
1
= 0

2
+ 口

3

。
.

c 表示共扼项
,

在通常用宾振三波处理间题时还要 求 。, 、二 。 : ,
= o ,

这表示基本波应处于

中性状态
, 但很据罗纪生

二‘二的方法
, 在利用

一

可解条件求解幅值演化方程系数时
, 不需要这个

条件
.

这也就是说
, 在扰动波之间发生共振时

,
并不要求其幅值是不变的

.

因而这个条件是

可以放弃的
.

对于线性情况
,
取复幅值为

A 二 a 。e x P〔fo
。。

] e x P E。 , r

才〕

B : = b , 。e x P [ 18 , 。〕e x P [。
2 , 才]

B
:
= b

Z oe x p [‘0
2 。

]e x p [。
: , 才J

其中
a 。, 瓦

。,

姚
。

为扰动波的初始幅值
,

00
。, 0

1。,
氏

。

为扰动波的初始相位
.

这样
,
幅值的

演化方程为
d A

J

bB
, 。 d B

。 。

山 一咖头 一
~

币一 ~ 口 “刀 ‘ ,
d 厂 ~ 。“万

“ (3
.

6 )

为了研究非线性的演化情况
,
_

把。
:

代入 (3
.

3) (3
.

2c )右边的非线性项中
,
可得到二 次 谐

波满足的方法的非齐次项
.

根据非线性项的性质
,
二次谐波的一般形式可写为

.

口
:
= A

Zu , ; e x p 〔12 0
:

〕+ B 全u
: : e x P I‘2 0

:

〕+ B 孟u
s 3e x P〔12口

3

」

+ AB : u : : e x P [i(口
; + 0

2

)〕+ A B : u ; 3 e x P [i(0
, 十 8

3

)〕

+ B , B Zu Z 。e x p [‘(8
: + 0

3

)」+ A石: u , , e x p 〔i(6
,
一口

:

)3

+ A石Z u : 。e x P〔i(0
: 一 0

3

)」+ B
:

石
: u : 。e x P [s(0

: 一0。)〕

+ A万。: ‘ + B
:

瓦叭
, + B声声

。 。

+ c
,

c

由于 口, ,
0
2 , 0

。

满足共振条件
,
所以两个三维波相互作用

,
可以产生一个与二维基本波

参数一致的波
, 而二维基本波与一个三维基本波作用

,
也

一

可产生与另一个三维基本波参数一

致的波
.

在口
:

中
, u 2 3

就是两个三维基本波作用产生的二维波
,

其参数与二维基本波一致
.
。; , ,

u ; 。
是 由二维基本波分别与两个三维基本波作用产生的与另一个三维基本波参数一致的波

,

在求解。: 3 , u l , , 。; 。
时

,

利用只解条件
,
就可以定出 A , B

, ,
B 。 满足的精确到二阶量的方

程
, 即

一 _
. ‘

二
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争一
“+ “

2 3
“

1

几

镇
1

一
“

1
+ “1 ·“”

2

d

余一
: ‘“: +

J

“
1 ·“‘王

(3
.

7 )

巩
3 , 。: 。 , 。 , 。

对应的方程式的非齐次项也有相应的变化
.

方程(3
.

了)就是通常共振三波方法得到的精确到二阶量的幅值演化方程
, 其中包含 了 基

本波之间产生共振的影响
,

但还没有包含基本波自身的非线性影响
,
为了考虑这一点

,
还要

求解出二次谐波的各项
,
再利用可解条件

,
求出精确到更高一阶的幅值演化方程 ;

在
一

二次谐波的求解中
, 本文放弃了保形性的假设

,

设二次谐波是从零开始演化起来的
.

这

样。
2

中的各次。‘,
就不只是刀的函数

, 而且还与时间 才有关二晰
j
所满足的是一个同时要满足初

始条件及边界条件的偏微分方程式
.

求出“‘, 之后
,
把基本波滋

,

和二次谐波 心
2

再代入(3
.

3 )和

(3
.

况 )的非线性项中
,
可得到三次谐波满足的方程

,

利用可解条件
,
就可确定包含基本波 自

身非线性作用影响的幅值演化方程的系数
。

精确到三阶量的幅值演化方程有如下形式
.

丫一
: ‘、+

一

人
。
: : B

Z
+ 〔、

。。a 艺+ 、
。: (。: 十。: ): 、

份一
2 ‘。: + , , 。, 。

:
+ : ,

1 。a Z
十 ,

, ;
。; + ,

; :。: : :
,

赞一
: 。:

2
+ , 1 · , 。

1
+ 〔、

, 。
一+ 、 , :。: + ,

, 1
。: : 。

2

(3
.

8 )

其 中a 一 }A }, b
:
= {B

,

}; b
: = }B

Z

}
,

并考虑到
u ‘

与
u 。之间的关系

.

方程 (3
.

8 )与原来 的 弱 非

线性理论所给的方程根本不同之处是其系数不再是常数
,

这是因为 口
:

表达式 中的 u ‘,
不再单

纯是夕的函数而且还依赖于时间 t 的缘故
.

由幅值方程 (3
.

5) 可以推出以下结论
,
如果b

,

与b
:

的初始 值相等
,

即 b
, 。
= b

: 。
一 b

。 ,

则b , 与

饥始终相等
.

可令 b一认一 姚
.

李此前提下
, 幅值 “ , b 的演化

, 除 了与 R
, “ 1, a Z ,

几 。 1 ,

。2

有关外
, 只与初始幅值

a 。, b
。

以及初始相位差 0
。
= 0

。。一 0
: 。一 0

: 。

有关
.

四
、

计 算 结 果

本文针对雷诺数肠 = “二占/ , 二 50 0 00 的情 况进行了系统的计算
,
其中

u 二 为
,

自由来流速

度
, 占为湍流边界层 名义厚度

.

在本文中
,
速度的无量纲量为

、。 ,
长度的无量纲量为经 。方

向压缩后的 B la si u s 边界层排移厚度 6 :
。

图 1 给出了连接位置 犷为 1。。时
,

·

复合速度
一

的分

布
,
为了比较

,
还同时给出了 S p a ld in g 速度分布

。
、卜

-

本文针对二维基本波初始幅值 为 0
.

0 0 5 ,
三维基本波初始幅值为 。

.

0 0 1 进行了计算
,

图

2 至图 7 给出了连接位置犷为 80
,

10 0 , 1 20
, 相位差e

。

为零时
,
二维基本波幅 值

。 , 和三维

基本波幅值 b 随时间的演化结果
, 以 及当无量纲时间 t 为10 时

, 。 ,
b随波数

a Z

的变化曲线
.
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3 5 0. 0 2习

口 : = 0
.
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白
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二
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.
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0
.
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.
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.
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:

顾
7 妙

:

局滋
一

姗
毓 8

.

0 10
.

0

江 : , 0
.

30

困5 , 方二 1 0 0 日 6 , 士二 1 20

图2 , 4 , 6为
。 ,

b随时间的演化情况
.

图3 , 5 , 7 ,
为t = 10时

, a 夕 b随a Z
的变化情况

.

由图 2 至图 7 可以看出
,
二维波总的变化趋势是幅值在衰减

, 但衰减率很小
,
而对于三维波

来说一些
。
的值可以使幅值很快地增长起来

,
而另一些 。 则不能使幅值增长: 这 说 明 本 文

的理论模型对不稳定波的参数具有选择性
, 而且这种选择不是单一的

,
是波数空间的一个范

围
.

表 1 给出了三种连接情况中增长最快的三维波的展向尺度廿
, 纵向尺度心及t = 。时

, 三

维波幅值的增长倍数b / b
。 .

表 1 增长. 快的三维波的今傲
,

及其增长倍傲

匀b0

0
.

3 2

0
,

2 9

0
.

2 7

2
.

2 356 6 7 9

2
.

1 9 1 94 2 0

2
.

1 63 02 80

8 7
.

6 5

1 1 0
.

55

1 3 3
.

4 5

6 1 2
.

36

8 3 5
.

5 8

1 06 9
.

1 2

1 0
.

09 2

15
.

982

2 2
.

78 3

断一的1g0伽
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从表 1 可以看出
, 当犷 = 10 0时

, 几吉心都与实验值相符
, 几吉雌随 , 士的增大而增大

,
但仍

在实验的范围之内
.

图 8 给出了犷 = 10 0, t = 10 时a :
= 0

.

2 7 , 0
.

2 9 , 0
.

32 时三维基本波幅值与初始相位差 0
。

的

关系
,
由图可知

,

三维基本波幅值在0
。
= 0

.

4二时增长最快
.

图 9 给出了 犷一 1 00 时
, 初始相

位差e
。
= 。

.

4二时三维基本波幅值与a :

的关系
,
其中 t二功 ,

由图 9 可以看到
,
在 0

。

等于零时

增长最快的波 当0
。
~ 。

.

4 二时也增长得最快
.
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图10 给出了犷 = 10 0 复合基本流的变化对三维波幅值演化的影响
, 图n 给出了不同波数

下基本流对三维基本波幅值演化的影响
.
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由图1
.

。, n ,
可以看出

, 当 k 线大时
,
即逮度分布越接近湍流平均速度分布

,
三维基本波的

增长率就越小
.

甚至可以使原来增长的三维波变为衰减的
.

还也许可以说明相干 结 构 的产

生
、

发展
,
消失这一循环过程的机理

.

在相干结构产生之前
, 平均流速度分布接近子本文提

出的复合速度分布
,
由于背景扰动的存在

,
最易放大 的三维波被放大了

, 幅值很快地增长起

来
, 最终形成碎发

.

这又使流速分布变为比湍流边界层平均流速度分布更丰满的剖面
,

‘

在这

种剖面下
,
所有波都是衰减的

.

当由于碎发产生的湍能传输开后
,
底层又恢复到粘性起主要

作用的状态
,

剖面又逐渐变为类似本文所采用的那种剖面
,

为另一次不稳定波的发生提供 了

条件
.

详扩 夕」
一

奋吞
一走」J 、 二曰 J. 口

本文提出了一个新的概念
,

即在用流动稳定性理论研究底层相干结构时
, 应采用新 的速

度分布
.

这一概念的采用使计算得到的增长最快的波
,

其纵向尺度和展向尺度都与实验结果

符合得很好
, 而且这一概念也有助于理解相干结构产生

、

发展
、

消失的循环过程
.

从周恒
、

尤学一最近对弱非线性理论的研究结论看
,

本文所采用的修正的弱非线性理论

可以计算到
a
或 b 直到。

.

0 5的情况
,

但是还能解决
“ 或 b 约为0

.

巧的强非线性问题
.

所以不

稳定波的进一步发展以及如何形成摔发
,

还需要用别的方法进一步研究
,
还是值得考虑的问

题
。
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