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摘 要

R ie二 a n n 于 1 8 6。年 幻给出了简单波的 一般解
,

可是欲将其中所含的一个任意函数的具体形

式按边界条件或初始条件求出来
,

却难以实现
,

因而对具体月题就难以深入探讨
。

本文按拟线性

偏微分方程的几何理论
,

十分方便地给出了由边界条件或初始条件所确定的简单波解析解
,

并用

这些解讨论了有关流动的性质
,

且得到了若于新颖的结果
.

一

关幼询 简单波 解析解 间断

众所周知
,

(1.1)(l.z)

一
、

引 言

对于完全气体的一维等嫡非定常流动
, 其控制方程为

P 。
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其中 “
为流速

, p 为密度
, 。 = 斌 A , 川

一 ‘

的气休的流动
, 其边界条件为
u
}
二 _ , 。. 》= 势(t )

其 中 卿(t) 为活塞在 t 时刻的位置
,

币(O

扰动所引起的气体的流动
, 其初始条件为

。1.
_ 。= p (x )

其中 劝(x) 为初始时刻的速度分布
.

为音 速
.

对于活塞在半无限长管道 中运动所引起

= 卫望
d 才

(1
.

3 )

为活塞运动的速度
.

对于仅在初始时刻有一

(1
.

4 )

1 8 6 0年 R le m a n n 假定存在p = 川
“)的流动

, 即存在简单波的流动
,

然后由方程 (
一

匕1)

和 (土
.

2 )得到了一般解
〔‘二、〔戈

x = t [。士。
(
u
)] + f(

。
) (t
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5 )

式中 f(
“
)为速度的任意函数

.

十分明显
,
f (

“
)应该 由边界条件或初始条件 来 确 定

, 可是

要找出其具体形式却并非易事
.

另外
, 正因为了(u) 并没有直接反映出与边界条件 或 初 始 条

件之间的关系
, 因此也就无 法深入研究有关流动的特性

.

显然
,

若能按方程 (1
.

功和 (1
.

2 )以

.

钱伟长推荐
.
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及诸如(l
.

3) 和〔1
.

4) 式所给出的边界条件及初始条件
,
求出其解析解厂 这将是件十分有意义

的事情
, 可是这个问题长时期以来未能得到关注

.

本文按拟线性偏微分方程的几何理论
,
非

常方便地得到了这些解析解
, 并用这些解讨论了有关流动的性质

,
且得到了若干 新 颖 的 结

‘试
八 份

二
、

’

简单波的解析解

定义 满足方程 (1
.

飞)和(l
.

2 )的流动
’}‘

,

对于l) = p (
“
)(即尸仅为

“
的函数)的流动

, 称为

简单波
.

对于简单波
, 方程 (飞

一
,

1 )和(七 2 )可以 写为
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由于所讨论的对象是非定常流动
, 即 u :、 o ,

为此应有
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由此得

( 2
.

3 )Pc
+一一一

却
一

湘

其 中正负号分别对应于压缩波和稀疏波
,

由于
“ “斌 A 飞,P

夕匀

代入钾
.

3 )式
,

·

令衡为静止气体中的音速
, 积分后得

:

对于压缩波

夕一 1
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对于稀疏波
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.
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·
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.
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对于稀疏波
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这就是简单波的运动方程
.

按照拟线性偏微分方程的儿何理论
f ‘立,

对应于方程 (2
.

6 )的特征方程为

dt
,

d x , + 1
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其中 Q , 刀

,
T 为积分常数

.

为使边界条件 (1
.

3) 得以满足
,
令

: = 0时

t = ‘ , x = 甲(T)
, 。= 护(约

则满足边界条件 (1
.

3 )的压缩简单波的解析解为

t = s + f
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同理
,
由方程 (2

.

7) 出发
,

, (
:
) + ‘。

〕
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·
,

(价( : ) > 0 )

满足边界条件 (l
.

3 )的稀疏简单波的解析解为

(2
.

1 1 )

(2
.

1 2 )
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同理
,
满足初始条件 (1

.

4 ) 的简单波解析解为
:

对于压缩波

夕十
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对于稀疏波
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这样就找到了满足边界条件和初始条件的简单波的解析解
,

借助于这些解 ljJ 以深入讨论有关

流动的特性
.

三
、

讨 论

1
.

活塞在半无限长管道中推进所引起的流动

(A ) (2
.

1 1)
,

(2
.

1 2 )和 ( 2
.

1
一

幼 式表明
,

活塞在
:
时刻其位置和速度分别为 甲 (

:
) 和 币(

:
)
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时
,
活塞的推进速度 户(约 将以波的形式向前传播

,

越大波速就越大
.

(B ) (2
.

1 2 )和(2
.

1 3)式分别对x 求偏导数得

。
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若有间断产生
,
则 (3

.

3 )式的分母必须为。
, 即
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.
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(3
.

4 )和 (3
。

的式分别表示间断或激波出现的时间和位置
.

由上述公式可以得荃帅口下的结论 :

间断面或激波是由于活塞的加速推进而产生的
,

当活塞与速推进时
, 即 必(

:
)二。

,
无论推进

速度有多大
,
均不能产生间断面或激波 , 活塞推进的加速度越大

,
对应的间断面或激波出现

得越早
,
且离活塞越近 , 活塞的推进速度小于音速时也能产生间断面或激波

、

2
.

活塞在半无限长管道中抽出时所引起的流动

仿照前述的讨论
, 由 (2

.

T一9
,

(2
.

巧)和 (2
.

1 6 )式可得
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由此
,

间断发生的时间和位置为
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根据此二式
,
似乎当活塞加速抽出时稀疏波也会有间断或激波发生

,
但是仔细分析会发现 ,

此时
,

(a
.

了)和 (3
.

8 )所表示的时间及位置 已经超出了流动区的范围
.

当然要一般地证明这一

论断尚有一定困难
,
但是对于活塞加速抽出时而速度

‘

}区小于音速的场合
,

很容易得到验证
.

事

实上
,

此时必(r) < 0 , }于(动 !< c0 且护(动 < 0 ,
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这表明 (3
.

7)和 (:1
.

8 )式所表示的点 (x ,
t) 已经落到了流动区之外

,

,

琪价
飞

从而间断或激波不可能发
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生
.

3
.

初值问题

仿照前面的讨论
,

按 (2
.

17 )和 (2 1 8 )式 ,
若初始的速度分布中存在幼(l) < o的部分

,
则

间断面或激波出现的位置和时间为
:

对于压缩波

2

丫+ 1 / , (‘)

/

一 !
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·
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对于稀疏波

2

夕+ 1
/娇(l)
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1
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这些式子表明
,
只要初始的速度分布 中有负梯度存在

,
无论压缩波还是稀疏波一定会发展成

间断面或激波
,

并且梯度越小的部分所引起的间断面或激波出现得越晚
.

由于给出了间断面或激波出现的时间和位置的解析表达式
,
便可以讨论间断面或激波的

运动规律
.

这里不给予详细论述
.

应该指出
,

上述的方法和结论完全适用 于浅水波的场合
.
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