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摘 要

正交异性半无限固支板条在表面为应力自由和在无穷远处受载时的弹性解的控制微分方程为

功
, , , , , + (2 + 6 。)毋

, , , z :

+ 诱
, : 2 2 :

= o (占
。

) 一 4 )
.

基于文献[ 1 0 ]对占
。

> o情形的工作
,

本文完成对各

向同性材料 占。= 0 和正交异性材料。> 占
。

> 一 4情形的讨论
.

上述问题的解在边界位移数据给定情

形的板理论的边界条件的合理提法方面有重要应用
.

关匆词 半无限正交异性板条 固端应力奇异性 广义柯西型奇异积分方程

一
、

引 言

我们在线弹性和平面应变条件下解半无限长
, 正交异性板条问题

.

板条上
、

下表面为应

力自由
,
一端固支

,

另一端分别施加单位大小的拉力
,

弯矩和剪力
.

上述情形的各向同性情

况 曾由许多人加以研究
,

例如见 〔1
, 2 , 5 , 9 , 1 4〕以及他们的参考文献

.

积分变换是很有效

的方法
, 〔2 」导出藕合的积分方程组

.

根部应力奇异性可用 〔巧
, 1门的方 法进行分析

,
也可

用奇异积分方程的理论完成
.

仁9 〕通过考虑一各向同性无限长板条有刚性内含物的情况
,

导

出了受拉伸力时的单个奇异积分方程
.

我们对正交异性 板条的拉伸
,

弯 曲和剪切情形都导出

了单个的 F re d h ol m 第一类积分方程
,

并且 将其归结为广义的 C a u c h y 型奇异积分方程
,

从而为根部应力的奇异性分析和有效的数值解法奠定了基础
.

除开上述问题本身在线弹性理论里的重要性 以外
,

半无限板条固支端应力分布函数在平

面应变薄板的位移边界条件里有重要应用
, 参见 〔6

, 了, 8 1
.

我们 曾在 〔切」里 讨论过上 述 问

题
,

限于参数 乃
。

> o 的情况
.

本文将完成所有的正交异性 情况
,

并由正交异性 解推出各向同

性解
.

二
、

半无限固支板条的三个边值问题

平面应变正交异性板条的应力应变关系可表为

带
江福汝推荐

。
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这里符号
“ 夕 ”

代表偏微分
.
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,
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。
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.
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由应变能的正定性
,
也就是(2

.

1) 式的

板条占据区域 1川《h , 0 ( x < co , 两表面为应力自由
:

在根部x 二 o处
,

夕
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,
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拉伸情形的边值问题 (B V P I) 以下列无穷远处的加载条件为特征
:
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这三个边值问题 的解

可表为特解和残值解仲
, ”,

a }的和
.

当 , 、 oo 时
,
残值解 氏和 氏

:

都趋于零
.

分别用 上标

百
,

B 和尸来指示 B V P I, 2 夕 几 ,
在板条根部有

:
(当夕= 0)

时 = 一 “ 。, 公誉二 二黯 蒜

云右= 。 。z , 公瑟=
3v 2 2

4 h
3
E 一 。 o , (2

.

6)

(县
梦 、

。 .

一 E )z
’

十 。0z , “ ; “ 一 切
。

这里 晰
, 。 。
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为刚体位移 (积分常数)
.

由[ 1
一

2」知 , 当夕”OO (x , co ) 时
, {云, 行} =

O (e x p 卜ax /们 )
, a
为某正常数

,
有 O (l) 量级

.

以下
,
我们将致力于寻求上述三个边值问

题的残值解
, 并为方便起见

,
略去其记号

“

、
” , 仍称为边值问题B V P I , B V P Z和B V P 3

.

三
、

拉伸情形的边值问题解

在 11
一

0] 里 , 通过使用余弦 F o u r ie r 变换的方法
, B V P I归结为一个第一类 P r e d h ol m
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详细表达式参见 〔1剑
.

以上公式适用于乃
。

> 0 (肖> 功的情形
.

现在我们考虑 6
。
= o (己二 1 )

, 即

各向同性情形
.
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.

易见△ (的有下列在占一 。处的 T a y lo r 展开
:

A 帕)一 2 (1 一 占)H + o
(1 一占)

,

其中

H 二 ‘; + 。in h (h
:
)e o o h (h

s ) (3
.

5 )



林 逸 汉

于是 当6今 1时有
、,,.1
‘

!
月

凡
, 力一

树:
“

沙
C丫(1 )

H

,ls +

《智
,
as}

“· +

《
一

翌
)
一

付
(3

.

9 )
K

Z ,

一
:”6

{{
这里

“ ‘ ”

代表对 占求偏导数
。

这里限于篇幅我们略去 A ,:( 功
,
⋯等的详细表达式

.

非奇 异 核

的其余部分和奇异核均来自下列积分的渐近展开式的主部
:

1 「
‘

。
, , . 、 . 尸 J , , 、 、 .

。
, , , 、 , . 。 n , , 月 、 、

d s

司
, 悦喊川 十 ” L

一

汽
洲 ) 十刀训 )」十 , ‘

厂以’”
一

万
(3

.

1 0 )

将去了
,

A 丫妇)等当
: 、 二时的渐近表达式代入上式

,
略去 O (,

Ze 一 介,
)量级的量

,
并分离奇异和

非奇异部分
, 则得到下列形式的奇异积分方程

:

丫干
一

(汁帅
月

价
,
)

兀 J O 气 丁

1
.

(1 + , ) (3 一 ,
)

厂一 下
一

十
,

了一 名 任

1

t + z

1

Zh一 t一 之 (1 + v Z

)
3一2

+
(3 一 6 , 一 v Z

)
4

h 一 2

(Zh 一 t一 :
)

2

一 (飞+
,
)
“

(h一 z )
“

)
, 、 ,

二 1 「h
二, ,

碑八二 了二百)
3

了
丁 L‘)“‘+ 万J

。
八 ”L之 , ‘) r L‘)“ r

lh刀
。

+ O (刀
2。 一 ””) (3

.

1 1 )

此处非奇异核为

K
,

(z , t) = vK
I , + K

Z , + 。 + vd + v Z
b + (1 +

v
)
’a

(3
.

1 2 )

其中右端前二项的分段表达式见 (只
.

9 )
,

而右端其余部分分别对应 (3
.

1 0) 式各项的非奇异 成

分
.

具体表式为
:

。一 f
l

/ 2 + f
Z

/ 2 + 「几+ : (、一
二
)lj

。
+ (、一

二
)f

‘

J ’丫 一 ‘ J z ‘ 一‘ ’

L Z ”
矛 、

’
-

一 z

」
J 乙 ‘ “

‘
’

d = 〔一 1 + 叮(才一
之
)〕f

3

+ (t一
:
)f

4

沂
,

沪
。 .

「1
. , , 、

〕
,

。 ~ 一万 一
’

泞十 !
一。
十刀L万一 n) l儿十 妙一 n) J ‘

“
L ‘ J

, 刀
_ _ _

_ 。 _ _ . _ , . , ,

f
, .

刀 _ , ,

~ r

a = 干
‘

丁e x P [ 一 刁}之一 t门+ 兰户+ 弓 e x P [ 一 刀(z + t)j一 ’

4 ~
‘ 一

r
“ ‘ J ’~ ’ 日 ‘

4
‘

4
-
一“

+

令
+
「
”‘乍

‘’+

髻(”一 ) (“一 ‘)〕,
3

+

l气
‘ + 。(“一 之) (”一

小
+ ‘”一 , ‘”一 ‘, f

石

(3
.

1 3 )

此处

e x P仁一 刀!: 一云!l一飞

才一 Z

e x P〔一刀(
: + 士)] 一 1

之 + t

f
; ,

e x P仁一叮(Zh 一t一 :
)〕一 ]

-

2入一亡一 2

e X p 卜口(Zh 一t一 “)〕一 ] + , (2八一卜
二)

(Zh一才一
二
)
2

一一一一
�

产
臼 去上乎.

(3
.

1 4 )



正交异性半无限固支板条的弹性解 1 0 1 3

f一{
e x p 〔一。‘2”一‘一

z
,〕一‘+ 。‘2”一‘一,

一

哈
(2“一‘一,

2

}
/ ‘2”一‘一,

3

(3
.

1 3) 式中
a
的表达式的第一项当才<

二
时取负号

, 当 t》
z
时取正号

.

方 程 (吕
.

1功的奇异部分

是和〔9〕一致的
.

控制方程为

、 、 _ 一 _ _
.

_

_
. 、 .

‘
, _ , . 、 ,

一 _ 二 , , , 、 ,
。 / ~

_ 一 1 _ 二 。、
‘ .

按照 L石
, “」

,
固 支端用点处应刀俞异任瑙 数 伙即 囚寸飞五二 ,户 里的 卢)的

(1 +
v
) (3 一

,
)

4
c o s 二刀+

沪 + 6v 一 3 +
一

件少
刀(刀一 2 , 一 “

(3
.

15 )

文〔1 0 1对占> 1情形得到的相应方程为

几
, e o s二刀一几

3
一几沪

一 2 + 2 声一几
。
d

一 2夕= o (3
.

1 6 )

易见当占, 1时方程 (3
.

16 )趋于 (3
.

1 5)
.

相应地
,

在求。 (劝 的公式 (3
.

2 )里
,

当 d、 1
时有

1 , 名 名

2 , 名名

d
Z

f为B
。

(占)
,

一 I f
, 。 “
一

~
一

矛‘下
一

J
。

五(司
““今

一

可 J
为 B 节(1 )

H
一 d s

(3
.

1
一

7 )
, 一 。
一 。

4

兰、
一

{
刃 D *

(d )
A (占)

一 I f 心 D 丫rl)
a s - ) 一丁

一

万一

!
- - 一

号卜一 d s

上匕 J 0 1了 }
以上的分析表 明
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。
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,
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。
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,
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