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摘 要

本文建立了含参变量富里叶
一

级数的L a p la o e

变换求和定理
.

利用 L a p la c e

变换表可以求得许

多在力学上有重要应用的新的含参变量富里叶级数的和式
.

关 . 词 富里叶级数 求和 L a p la 汉变换

一
、

引 言

富氏级数在结构分析中有重要的应用
〔‘二 .

特别是在结构的振 动和稳定问题中其优越性更

是其他数值方法所不能取代
.

但是富 氏级数求和的困难也一直制约着其更为广泛的应用
.

因

为有些级数收敛很慢
,

如果取有限项近似求和
,

则需要计算许多项才能保证精度
,

而且对于

有突变的问题
,

在不连续点处这样近似求和会出现G ib b s现象
〔2泣

.

在结构的振 动与稳定分析

中还会遇到更为麻烦的带有参变量 的富氏级数的求和问题
.

因此寻找这些级数的一般求和方

法就显得十分重要
.

本文试图利用 L a Pl ac e变换
,

建立带有参变量的富氏级数的求和定理
.

由此可以得到许

多新的重要的级数和式
.

二
、

不显含参变量的级数求和定理

定理 1 设函数f (x) 在0 < x < co 中存在
,

F (·)一

{
。‘’

“‘, e X p 仁一‘1“‘

F (s
)为f(

x )的L a p la e e变换
,

即

(2
.

1 )

则有如下的级数成立

艺 F (k)s in kt 二
5 in t

2
f (x)

d x

e h x 一 e o s t
(2

.

2 )

乙 F (寿)c o s kt 二 f (x)
S h x

c h x 一 e o s t
一 )

d x

(2
.

3 )

龙驭球推荐
.
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证 明 从(2
.

1) 式我们可以组成级数
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I f
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一 汀今(
二
)仔

‘ J O L 、

S h x

e h x 一 e o s t

,

、二 s in t l
,

一 L

)十
’
U蔽二乞石厨」

a x (2
.

4 )

(2
.

灼就是 (2
.

2 )和 (2
.

3 )式
,

这就证明了定理 1
.

可以看出
,

尽管 (2
.

2 )(2
.

3) 式右端是一个无穷积分
,

但不少函数是可以积出的
,

而对于

不能积出的大多数函数f(x)
,

一般地 了(x) / c h x
将迅速趋于零

.

因此即使取有限长区间进行

数值积分也要 比收敛较慢的左端级数近似求和更为精确
.

特别地有许多 F (s ) 的原函数 j( x)

为
f(x )

O

(0 <
x < a

)

(
a
( x < co )

(2
.

5 )
r
J‘

l
吸、

一一
、.产

X
尸犷‘

则 (2
.

2 )
,

(2
.

3 )的右端将成为有限积分的形式
,

即

E F (左)5 in ht
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矛
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·
, d x

e h x 一 e o s t
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.

6 )
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�9曰
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e h x 一 e o s t
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d x
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7 )

作为定理 1的应用
,

我们将给出重要的级数和式
,

它们将在定理2和定理 3中有用
.

由L a p la c e 积分变换表知
: 当F (

:
) = 1时

,

f (x) = 6 (x)
.

代入 ( 2
.

2 )式得

乙
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当 t奔 2”二时
,

(
, =

g (t)

O
,

士1,

1lsm
劣一 , 0

当t = Zn 二时
,

(
n =

g (t )

1 ,

士1

11奥
留- , U

士2 , “
·
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s h x
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~
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⋯ )
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e h x
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一一

而且 g (一 *) = g (t )
, g ( 2打二 + r)

所以川 t) 是一个在 2n 二点上为 co
,

g (才) = 拼d
: 二

(才)

式 中拼为待定系数
.

因为

1 一

!{
,
“2

,

( , )、, 一

= g (t )

在其余点上为。
,

且以 2二为周期的D ir a c偶 函数
,

于是令

J{
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汀
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所以

即有

因此

拼= 汀

g (t ) = 二占2
,

(r)

库
·。S 、亡一。

2 二

( , ) 一 专 (2
.

9 )

同样地
,

若 将 F (
:
) 一 : f (x) 二 T分别代入 ( 2

.

2 )
,

(2
.

3 )式并经过积分运算后可以得到
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(2
.

5) 、 (2
、

州 )也正是文仁3 〕事先设为 巳知的四个和式
.

此外
,

定理 1也可以用来求带有参变量的级数和
.

因为F (、 )可以隐含着参变量
,

如

川 t )一 飞
,

/( 、 )一 ex P[
。tl

的L a p la c e变换就是如此
.

三
、

含参变量的级数求和定理

定理 2 设函数f (
x
)在 O< x < co 中存在

,
F (口

,

。 )为f (
x )的L a p la e e变换

,

即

*
1
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, 。卜 : (仃 + ‘臼卜 F (

·

卜{方
(才)e X p 〔一矛〕d ,

一

!厂
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则有如下级数成立
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.
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.

3 b )

证明 将 (3
.

1
、

)代入 (3
.

2 )式

E F (a
,

k ) 5 i n 寿矛= f (
x
) e X p [ 一 a x ] E

e X p [一‘秃x 〕s in kt d x

f (x ) e x p [ 一 a x 〕兄 笼〔s i n k (
x + t ) 一 s in k (x 一 t ) ]

月

I
J

一

11工Q臼

一 i [ e o o k (
x 一 t ) 一 e o o k (

x + t ) ] }d x

注意到 (2
,

8 )
,

( 2
.

9 )式
,

于是
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乙 F (a
,
儿)5 in 秃t

{1(
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户
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这就证明了定理2
.

关于 (3
.

2a) 的讨论与定理 飞是相似的
.

而 (3
.

3b )式将左端的带有参变量 a 的正弦级数化

成了男一个收敛很快的无穷级数
,

且在许多情况下
,

它是可以求和的
.

特别 是 当 f (x) 满足

(2
.

5) 式时
,

这个无穷级数的所有高次项恒为零(当
。> M 时

,

f(2二
。+ t) = 0 ,

f (2二
。一 t) 二 0 )

,

因此只有有限顺
.

作为一个例子我们可以求出一类带有参变t 的正弦级数和的通式
.

由L a p la c e积分变换表知
:

, (X )一分
: X一 F ‘a

, 。 , - 1

(。+ ‘。 )
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.
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将 (3
.

4 )代入 (3
.
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.

5 )式的右端化成了非常简洁的封闭解
.

因此对于一切N 》o的整数
,

(3
.

的 式都 能求出封

闭的和
.

例如当N 一 0时

石
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.
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这两个和式能在严宗达教授的著作口〕附录B 中找到
,

结果是一致 的
.

也可以得到N ~ 2和3的

结果 :

k
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9 )

、l,J.
,

.

r‘

UhS

(3
.

8 )和 (3
.

9 )却是在文 [ 1
一

」中找不到的
.

如果使用其他 的函数f (x)
,

则可以得到其他 的 带参

数富氏级数的和式
.

定理 3 设函数f(x) 在。< x < Qo 中存在
,

F (a
, 。 )为f (x) 的 L a p la c e 变换

,

即为 (3
.

1)

式
,

则有如下级数成立
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定理3的证明这里就省略了
.

显然有关定理 2的讨论也可以适用于定理3
.

再以 ( 3
.

4 )式作为例子
,

将其代久 (3
.

l l a )式可得
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显然
,
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.

1 2 )式也对于一切N 》 0的整数
,
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.
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不难验证
,

将 (3
.

铭 )和 (3
.

1 4 )式对 t 求一阶导数可以得到 (3
.

6 )和 ( 3
.

劝式
.

这也表明了定理

的正确性
.

如果使用其他 的函数f (x) 与F (
: )还可以得到许多有用的带参变量富 氏级数的和

.

此外
,

再利用级数的微分与积分公式
,

就能得到更多的级数和式
.
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,

T ia ”ji
儿
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Abs t ra e t

In this p a p e r ,

th e tli e o r e ln s o o n e e r n in g th e s u m m a t io n o f F o u r ie r s e r ie s w ith

p a r a m e t e r a r e g iv : n b y u s in g L o p la o e T r a n s fo r m s
.

B y m e a n s o f th e k n o w n r e s u lt

o f L a p la e e T r a n s fo r m s .

m a n y n e w
.

im p o r t o n t p r o b le m s o f s u m m a t io n o f F o u r ie r

s e r i e s w ith p a r a m e t e r in m e e h a n ie s e a n b o s o lv e d
.

K e y w o rd s F o u r ie r se r ie s , s u m m a t io n ,

下
·

a p la o e t r a n s fo r m s
.


