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渐近法在一类强非线性系统中的应用
’

谢 柳 辉

�长沙铁道学院
,
� �� �年 � 月� 日收到�

摘 要

本文采用文 ��
、

��灼渐近解形式
,

将渐近法推广到如下较为广泛一类的强非线性振动系统

分� � � , ,

牙�� 。���
,

宕� ��
�

� �

式中 �和 �为 � �

后的非线性解析函数
, 。

� 。为小参数
,

并假设对应于 。二。的派生系统有周期解
�

本文推得

系统��
�

�� 的渐近解递推方法
,

并应用于实例
�

关匆词 强非线性系统 广义保守系统 渐近解

一
、

引 言

文〔�、�〕用渐近法研究了强非线性拟保守系统

艺� � �� ��
。
� �

� , 分� ��
�

� �

文仁�� 采用的渐近解形式与文〔�
,

、

�〕的不同
�

显然
,

系统 ��
�

价的派生系统是保守系统
,

有周

期解
,

故易于构造系统 ��一 �� 的渐近解
,

并确定出极限环及其稳定性
�

但是
,

当函数� 中还 包含毖时
,

其派生系统也可能有周期解
,

可根据文〔� 」定性判断
�
事

实上
,

有的系统��
�

」
�

�的派生系统是一个广义保守系统
『�

‘
“三� 因此

,

完全可 以将文 �� 、 �」的结

果推广到其派生系统具有周期解的系统 ��
�

� �
,

文 �了〕就是利用文 〔�〕的结果做了这一工作
�

而

本文是将文〔�, �」的渐近解形式应用到系统 ��
�

��
�

系统 ��
�

�� 也曾在文〔�〕中研究过
,

但该文用的是文〔�〕的平均法
,

只能求系统��
�

� �的一

次近似解
�

二
、

渐近解的递推方程

当。� �时
,

方程 ��
�

�
一

�的派生系统为

汾� 夕��
, 分�二 �

按文〔�〕判断有周期解
,

或式 ��
�

� �为广义保守系统
,

设其周期解为
� � � 。

�
� , 甲�

式中
�
为任意常数

,

且已知 沪的导数

��
�

��

��
�

��

李骊推荐
�
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沪� 中
。

�
� , 甲�

将��
�

� �
、

��
�

��式代入 ��
�

��式
,

得等式

��
�

��

黎
, ��

蹂鲁峪�� !
,

势叼
一 “

��
�

� �

当。手 。时
,

我们寻求系统 ��
�

�� 的文〔�
�

〕所述形式的渐近解
� � � 。

��
, 切��

。� ��
�
��

。�� �
�
�
�� …

。� 。� �
�
�
��

。� �
�

�
�
�� …

功二少
。

�
� , 切��

�巾
,

�
� , 甲��

。,
巾
�

�
� , 卯�� …
� ��

�

��

式中中
‘
��

, 切�� ‘� �
, �

�

, � ,
… �为切的周期函数

,

例如周期为 �二
�

将 ��
�

��式代入 ��
�

功式
,

使等式两边
�
的同次幂的系数相等

,

并注意到等式 ��
�

��
,

最后

得系统 ��
�

�� 的渐近解递推微分方程
一

、

己巾
‘

�

。
, 、

�
�

�
,

刀‘�
, 甲�

一

即 一二 ‘�
, 甲 �甲

‘
一行 气�

, 甲�丑汁川
� , 甲�� ‘� � ‘

一 �‘�
, 甲�

��二 �
, � ,

… � ��
�

��

式中

� �
· , �

卜禽
中

。

“�一 �卜
�

金
,

。
� � � ��

� 。 ,

�甲

。
中

。汕师�� 师

中�� 一帅� �
� , 甲� �

�
一

缪勺
�甲�

。 ,
。

�
一

豁势
� 。��

· 。 ,
��

�

��

。 �
· , ,
卜

。��一
,

蹂
一

,
。

�

,
。

�
· , ,
卜 ,
�一器

价
。

�
��

�

��

了
,

�
· , ,
卜了��

一
,

鲁
,

。

�
一 � ‘��一 宕

,
。

��
� �

恕
� 巾

� 一

禽�
一 。��� , 禽

一

,
。

�豁
式 一

六
。“

�� , 能
。

。

�� 

一
。��

。 ,

器
。

。

�� 
�

会
� ,

�

留�� 
一

六
。�、�� 

,

器
,

。

��
“

�

瓷
� 巾

�

号�
� 一

嘿
�

瓷
, �

一 �
一

氯
“�巾

� 一

金
“ , 一 。

豁
一

瓷
“
� 一

势蹂
,

�一

令
, �

��
�

��

式 ��
�

�� 是中
。
关于中的一阶偏微分方程

,

其积分的递推方程 是

� �
� , 切�中

�� � �
� , 甲��

� � � �
� , 切�

� ‘� �
。
� � , � ,

�

��

� , 切�

� �, � ,’
’ �

��
�

�� �



渐近法在一类强非线性系统中的应用

��

�
�

少

�
俘

式 中 尸�一 、
卜一

�

��欲盘
“,

」
,

� �
·

动 一

临糯�
一

尸�一 � �“�

“�一 ,
卜�劣�豁

尸�一 、�“�
,

“ ‘一 �一 ,
卜�

‘斌黯
’”�一 , �“�

而C
‘

为积分常数

再由(2
.
拍 )式

,

取不同的卿值可相应求得A
‘、

代入 (2
.
5) 式

,

即得系统 (0
.
1)的渐近解

.

x ‘.
从而可逆推得巾

‘、

月‘和 x ,
(
‘= 1

,
2

,
… )

,

由A
,

(

a 。

)
一 o

,

得定常解a0
,

若 A ; (
a。

) <
0

,

则定常解是稳定的; 若 A ;(
a。

) >
o

,

则 不是

稳定的
.
对于孤立的非零定常值

,

且A 呈(
a 。

) <
o

,

则其定常解为稳定的极限环
.

系统(飞
一 飞)为(0

.
1
.
)的特殊情况

,

这时 g = g (x )
,

从而 g二= o
,

直接由式(2
.
6)

,
(

2
.

7
) 可

得系统 (2)的渐近解递推微分方程

釜
小

。

骨
+(
2
器

孕
。
+

一

蹂器卜
+
(
2一
猛

动
。

+

一

韶黔
+g二(x 。) x 。= f

‘_ 、
(
a , 切) (i = 1 ,

2
,

… )

显 然
,

上式两边同乘叙
。

/ O
华 ,

若从O , 甲进行积分
,

则式(2
.
12)成为积分形式

)
A ‘

(
2
.
1 2

)

{ (黯)
2
, 禹」{

+
《(
2
赢

一

,
。

+

磊瓷)器
““

+ 一

{ :

。: (
X 。

)

蹂
d“一

{ :

,
‘一 1

(一 “) 豁
d“ “一‘

,
2

,

… ,

在文〔2」中
,

研究了g为
x
的奇函数情况

,

取x
。
=

ac os
切 ,

将其代入 (2
.
4)

、

式中
,

即得文[2] 的有关结果
.

(2
.
13 )

(2
.
12 )和 (2

.
]

一

3

)

三
、

实 例 计 算

下面研究文[8」讨论过的系统

, 一 、

军
、
一

+ (

·
+ ‘)‘

n
(
·
+ 、卜

·, 〔, n
(
X + 1 ) 〕

么

I

_

卜
宕2

(
x + 1 )

2

(
x
> 一 1 ) ( 3

.
1 )

其派生系统

公一分
2
/ (
x + 1 ) + (

x
+

一

L

)
I

n

(

x

+
1

)

=
o

(

3

.

2

)

这里

g (
x , 分) 二 一 毖2/ (

x + ]
.
) + (

x + 1 ) I
n
(
x + 1 ) ( 3

.
3 )

显然
,

函数烈
x ,

幻满足下述条件
:
(a) 当x> 一 1时

,

它是连续的
,

且满足解的存在与唯一性

条件
,

( b ) 当
x> 一 1 ,

且
x斗 o 时

,
g

(
x

,
o

)

·

x

>
0

;

(

e

)
[

(
。g 户毖)

·

(

o

,
o

) 〕
“

<
4
(
0 夕/ ax ) (o

,
o

)
,

( d) 它对称于相平面的
x轴
.
因此

,

按文〔4〕的定理 1
,

系统 (3
.
2)可围 绕奇点

x 一 O , 汾 = , = o

画出一簇封 闭的相轨线
,

即有周期解
.

事实上
,

系统(3
.
2)属于汾+ g

,
( x)

分2+ 9
2
(x) ~ 0一类的广义保守系统

,

它可 化为 标准形

式的保守系统 ”+ f(
“
)
二0 ,

这里 f(
“
) 二

。
= I n (

x
+ 1)

,

因此
,

系统 (3
.
2) 的周期解可写为

x 二 e x p [a e o s甲」一 1
,

其 中
a
为任意常数

,

而由(2
.
4 )式可知

,

势= 1
,

即对于原系统 (3
.
1)

,

有

全
(
{
· 切’

、

一

{

X p 〔““。“甲’一 1

}

甲
。气u , 甲 ) = L

( 3
.
4 )
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将xo
.
小

。

及其偏导以及买
,

g 主的值代入 (2
.
1) 式

,

即得

D (a
.
田、= 一as ill 切e x D r a e 0 S 田 1 、

I ‘(
a , 切) = 一 乙a C O S 切e X P La c o S甲」 L

?r(

“ ,

切卜 25‘
弓
甲e X p 〔一于甲“

{
月 气a , 切少= 『别 n甲 十a C o S切十 !

-

而由 (2
.
8 )式

,

得

(3
.
5)

f
。

(

a , 职 ) = 一
a 3s in 切e o s

Z切( l 一
a Zs in

Z砂) e x P 〔ae o s切〕 (3
.
6 )

将(3
.
5)

、

(
3

.

6
) 式代入 (2

.
n )

、

(
2

.

1
0) 式 (i一 1

.

)
,

可得系统 (3
.
功 的一次近似解方程

;

但是
,

也 可以将 (3
.
5)

、

(
3

.

6
) 式直接代入 (2

.
6) 式 (‘二 1 )

,

根据其具体情况
,

作 适 当处理
,

然后作定积分
.
现将(3

.
5)

、

(

3

.

6

) 式代入 (2
.
6) 式

,

并乘以 一 s in 切
e x
P[ 一 ac os 叫该方程成为

。

寡
(一 , n Z、

·

巾
1
, + 2·‘n Z,

·

A

l

一‘n 。‘一‘n
Z、+ 一。8 + , ,

·

e X
p

[

一 a c o s切〕
·

x
,

=
a 3 s

i
n

Z切e o s Z切 (
1 一 a Zo in

Z切)

o ” 切进行积分
,

得

(3
.
7 )

·。in
Z ,

·

,
,

+

(

: 一

音
s‘n Z ,

)

·

A

l 一‘
·“‘n

Z、e x p 〔一
cos、 :

一 e o s 甲e x P 〔一 a e o s卯夕+ ex P [一 a 」)
x l

a3 / 1
.

、

一 八 切一飞
一

“‘n 4

叮-

一 1

飞
。0 5 , 。‘n

3* +

;

由上式
,

取 沪= 2 二 ,

得

,
,

(

。
) 一

髻(卜百)

银
、 一

加
。2切

C O 。, s i n s、

) ( 3
.
8 )

( 3
.
9 )

取 中 = “ ,

得
x l(a )一 0

将结果 (3
.
9 )

、

(

3

.

1 0

)
代回 (3

.
8)式

,

得

(2
.
10 )

。
,

(

· , , 卜誓l(
, 一

下)
S‘n Z、 +

万
8‘n 、

}

为求二次近似
,

只需由(2
.
9)式计算出丸(

“ ,

树
,

将求得的 j
,

和 (3
.
的

(‘二 2)
.
如上述一样处理

,

并进行计算
,

最后得结果

A :(a )二0
, x Z

(

a
) = 0

(
3

.

1 1

一

)

式代入 (2
.
6) 式

中
:
(
a , 切 ) =

A 1 d A 1
+ 晶!
Al‘一 ‘8 + 2 ’·2’

、

纂
(108一 1 6 2一 + 25一 )毛〕

+
纂l一

‘A
l
+ 。

言
。

(一 9 6 0 + 18 1 0a ,

一 3 ; 9一)」
。。·2 , + 姜;

·

「
一 A ! +

赢(
一 3 0 + 5一+ 28一)

}

。。·‘:

+ 、

赢
(一 2 1。+ 4 3一)。。5 6 * 一

儡
、一c 。“‘,

( 3
.

1 2 )

从理论上还可 以继续求出A
3,
礼

,

叽
,

·

…
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将结果 (3 9) 、 (3
.
12 )代入 (2

.
5)式

,

即得系统(3
.
1

,

) 的二次近似解
.

由A
l
(。

。

) 二 o
,

得极限环的
。。二斌 2 二 1. 4 14

,

且由A {(
。 。

)
二 一 l/2 < o

,

可知其极限环是

定稳的
.
则以切为参变量思极限环曲线的二次近似方程为

x = ex p [斌 2 e o s卿〕一 !

分= 材 2 e x P 仁材 Z e o s切 ]s in 甲 ( T +
。巾
:
+ :
2
小
:
)

其中 中
, ,

中
2
分别 由(3

.
1
.
1)

、

(

3

.

, 2
) 式确定 (式中

a= 斌 2 )

(3
.
13 )

.
由此可在相平面上画出极限环

,

对于:= 0
.
2的极限环形状如图所示

,

图中还给出了数值解结果 (点表示数值解
,

线表示解析

解)
.
可见解析解与数值解结果基本上相同

.

四
、

小 结

本文推得的渐近解的递推方程 (2
.
6) 是 非常简洁的 , 同样因为采用派生系统的周期解为

其零次近似
,

故易于把握原系统的渐近解
, 不论从系统本身或派生系统周期解形式

,

本文所

得结果
,

其应用范围较广
;
所推得的递推方程是少

‘
关于 少 的一阶偏微分方程

,

其积分较简

便
.

本文方法与其它渐近法一样
,

其主要困难在于判断与求得派生系统的周期解
.
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