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摘 要

本文运用一些技巧对T a y lor 映射在 4< A < 1
.

5 二下和弹跳球运动在4< : 《1
.

5 。下证明 了有正

规同宿点
.

因而有无穷多个周期点
.

关妞词 T a y lor 映射 正规同宿点 分支 弹跳球运动 周期点

一 、

引言
、

概念和引理

众所周知
,

对二维映射而言
,

其双曲不动点的稳定流形与不稳定流形的横截同宿点的存

在就意味着系统处于浑沌状态
.

但寻找横截同宿点往往很困难
,

因此文〔门 指出
:
正规同宿

点的存在同样使系统具有复杂的性质
.

文〔3〕曾对T a y lo r
映射在A ) 1

.

5 二下和弹 跳球动运在
:

) 1
.

5二下证明了存在正规同宿点
,

因而系统存在无穷多个周 期点
.

本文运用某些技巧分别对

T ay lor 映射在 4 < A ( 1
.

5二下和弹跳球运动在 兰< :
( 1

.

5“下证明了也存在正规 同宿点
,

因而

也有无穷多个周 期点
,

这样我们就得到结论
: T a y lo r映射在A > 4下和弹跳球运动在

: > 4 下

均有无穷多个周期点
,

从而推广 了文〔3〕
,

〔4 〕
,

〔5」的结果
.

定义 1 设R
:

!R
Z

” }R
Z

是光滑微分同胚
,

若满足

a ) R
o

R = id
-

b) R 的不动点集F ix (R ) = J 的维数为 1 ,

则称R 是对合映射 , 而微分同胚尸
,

}R
Z

” }R2 称为华可逆的
,

如果 R
O

F = F
一 ’。

R
.

定义2 如果 F (尸 )~ 尸
,

尸〔F ix (R )
,

则称尸为F (关于 R )的对称不动点
.

下面总是假设 R 是对合映射
,

F 是 R 一可逆的
。

弓I理 1 设尸〔P ix (R )为尸的对称不动点
, , .

(尸 )
, 切

“

(尸 )分别表示尸的稳定流 形和不稳

定流形
,

那 么R 伽
‘

(p ))一。
“

(p )
,

R 伽
“

(p ))二切
.

(p )
,

特 别地
,

若 。〔二
“

(p )n F ix (R )
,

则 q为同宿点
.

定义3 如果 g (田
“

(P )门F ix (R )且 、
“

(P )

与P ix (R )在 q点横截相交
,

则称 q 为正规 同宿

点
.

正规性比非退化性要弱一些
.

引理2 设尸 为 尸 的对称不动点
,

若 q 是

切
“

(P )和F IX (R )的正规同宿点
,

N 是F ix (R )

蔺
.

了沪)
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上尸点的任一邻域
,

则在N 中有F 的无穷多个对称周期点 (图 1)
.

此引理的证明详见文臼」
,

这里从略
.

1 、

n = 1的T a y lor 映射

”二 1的T ay lo r 映射为
。 x ,

= Zx 一 , + A s in x

F 滩 :

、 刀1 = x
(A > o )

显然这是一个光滑微分同胚
.

令 R
:

}R
Z

州 R
Z ,

(工
,

川~ (夕
,

x)
,

可逆的
,

而且

刀 二 F ix (R ) = {(
x , 刀) }夕 = x }

F
,

的不动点尸
K 一 (庵二

,

k二 )
,

k = O ,

土弓 士2
,

以下我们仅在达< A簇
’

.

5 二下讨论尸
,

的周期解分支
.

由于 d F
,

在尸
。

的特征方程为
. 几一 (2 十A ) l

(2
.

1 )

则R 是对合映射
,
F ,
是早

二尸 一 (2 十A )几十 l一 。

其特征值为

元
1 一 2

0 < 礼

(2 十A 十 材 (2十 A )‘一犷)> 」

故尸
。

为F ,
的双曲不同点

,

叮 =

省

(2 + A 一 心 (2 + A )
2

二互)< 1

且其不稳定流形田
“

(尸
。

)在尸
。

点的切向为

2

2 + A + 澎 (2 + A )
2
二还 (2

.

2 )

d F ,
在尸

:
点的特征方程为

}
几一‘2 一“ ,

二尸 一 (2 一 A )凡+ 1 一 。

其特征值为

、
:
一

音(2 一“+ 、 (2二)‘一 4 )

瓜一
专(2 一“ 一 、 (2 一 ,

厂
4 )

易知
,

当4< A《 1
.

弓二时
,

有 0 < }凡
,

!< 几 !几
2

}> 1 ,

故尸
;
点亦为F ,

的双曲不动点
,

且其稳定

流形田
‘

(尸
,

)在尸
:
点的切向为

刀 _
_ _ _ _ _

吴
一 ,

雪一 2 一 A + 斌 (2 一 A )
“一 4 (2

.

3 )

此外
,

F , 将J == P ix (R )的上半部
,

即 {(尤
,

妇 1夕= x , x > 0} 映为
x , 夕+ 刀“in , (夕> o ) (2

.

4 )
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会
一

}
尸 。

一翩
·

(2
.

5 )
打心Xdd

F
·

将L 一 “x , 、, ‘, 一(
, - 8

:几汀

}
尸:

一
:

一

二
。

)x.
/ > 。

}
映为

/
二 .

8 \
x ~ 叹

‘十
一

3二一

)
g + 丑s ’n 刀 (“异 0 少 (2

.

6 )

+ A
(2

.

7 )

飞8一肠

十
一一

尸

夕劣d
一

d

命题 1 当4 < A ( 从 5二时
,

F ,
(L )与才至少有一个交点

.

证明 令x 二刀
,

可将(2
,

6) 化为

8

只汀
, + A s in 刀二 0

我们考虑连续函数

f (刀) -
8

息万 刀十 月sl n 刀
,

解 “ 汀

卜号
> 0 ,

,
(梦)

一 卜 A < “,

故由
眺哦摊超政

,

, (, )在(
二 ,

梦)
内至少有一实根

,

因而F
,

(L )与J 至少有一个交点
.

不难知道
,

F
,

将J 的上半部
,

L及尸
。

所围成的开三角形区域映成
、

图 2的条形D
,

H 是图2

所示 的闭区域
.

命题 Z P
。

的不稳定流形二
“

(尸
。

)必有一侧进入 in t( H )
.

证明 :
’

当4 < A ( 1
.

5 二时
,

由 (2
.

2 )
,

(2
.

5 )和 (2
.

7 )知F
,

(L )
, 、

·

(P
。

)
,
F ,

(刀 )在P
。

点

的切向满足不等式

] + + A

2

2 + A + 材 p 十A )玄一噢

故尸
。

的不稳定流形切
“

(尸
。

)必有一侧进入 in 七(H )
.

由于在H 上
, F ,

是 , 一方向溢出的(O v er fl o w in g )
,

即刀
,
二 x > 叭除 J 上那部分 外)

,

于

是结合命题 1 可得

才“夕佩尸)
、

如
. .

含件
r 王一‘ )

F , (L )

F
品
(L)

丫
泞 口

户乡口H

图 3



命题3

( I )

(亚)

命题 4

从H 的内部 (即in t (H ))

渐近于F
,

的周期点
;

进 德 李 琼

出发向前的轨道只有两种可能
:

若干次迭代后 离开H
,

且第一个离开点必在F
,

(H )一 in 议H )上
.

尸
,

(jl )一 in t (H ) 二(D 一H ) 几JP
,

Q
,

即区域 F
,

(H )一 in 七(H )必在图 3 所示

的阴影部分之中
,

其中D 仍为图中的条形区域

证明 设 (
x 。 , 刀。)白 n 侧1 1)

,

我们考虑
x = x 。

与 H 相交的垂线段l
,

于是 l在 F
,

下 的象

F
,

(I) 为一水平线段“二戈
,

且有F
月

(I) 二 D
,

事实上
,
F

,

(l) 与F
,

(刀 )和 F ,
(L )交点横 坐标

分别为
x 犷二 x 。十A o ln x 。

X 萝一

(
〕+

乳)
X 。

+ 、 5 in ·
。

且 (x
。, 刀。

) 在F
,

下象点的横坐标为对 二 之x 。一 万。
十 月幼 n 与

.

由于F , 在H 上是 习一方 向溢出的
,

故有
x 萝< x 忿

,

下
一

证当注< 刀( !
.

井二 时片 < x 萝
:

_ ~
、

飞 「l
_

.

8 、

二
〕

考虑函 数 “(“) 一 : _ 8 “一队
’

十 3 二 少“十 丑剐
n 万
」

月,

! l
_ .

8
. 二

、

“ 咬“) 一 : _ 8 一灭
:

十 3 二 十月C 。砌‘)

礼户
一

8 一

(叶 聂
十 ,

.

5·

)
勺 6

.

6 几苏8 一 6
.

;j5 9 2 > 0

且 g( 0) 二 。,

故当泣< A《 1
.

5 二时
,

有

夕(夕)> 0 (夕> o )
且口

、

了
: , )

(
3 护

)
。+ “8 ‘“”

_

_
_ _

l
‘ .

8 、
、 J . , 、

_ _

/ 8 、
_

, , ,

一
, .

一
_ 1

.

8 、

亦即 x 二气
} 十 8二

)
刀十月 “’n 刀怔士刀= 叹

!
t

一 3 二 夕
x 四上力

,

故有功户气
土

一 3而
一

)x0 ‘
’

灭x0
,

封。

)〔in 七(H ))
,

即 x 。一 夕。< 进而有肠产n曰X

汀

00co

劣普< x 梦

综上所述
,

当4 < A《 1 5 二时
,

对
,

瑞
,

对满足不等式

x 贯< x 节<
x 曹

因而有F ,
(l) c D

,

由此易得

F
,

(H ) 一 in t (H ) c (D 一万 ) U P tQ

即F
,

(H )一 in t( 万 )位于图3所示的阴影部分之中
.

命题 5 尸
。

的不稳定流形田
“

(尸
。

)必有一侧与J 相交后穿过刁
.

证明 利用命题 2 ,

命题 4可知
, 切

“

(尸
。

)向前只有两种可能
:

( 飞 ) 从H 的以J 为边界的那部分穿出H
;

( 2 ) 以尸 ,
为其渐近点

,

且在, = 二下方趋于尸
;

点 (换言之
, 切 移

(尸
。

)为尸
,

的稳定流形的
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一 支 )
.

由于。
6

(尸
: )

,
F

,

(J )在尸
;

点的切向满足不等式

2

2 一 A + 斌 (2 一 A )
2 一 ‘

<
,

犯
不< 0

(一
碑性

故尸
,

的稳定流形州 (尸
1

)不可能进入i n t( H )
,

因此可能性 (2) 不成立
,

从而田
“

(尸
。

)必与 J 相

交后穿过刀
.

命题 6 当4 < A《 1. 5二时
,

F
,

存在正规 同宿点
.

证明 由命题 5知
, 。

“

(尸
。

)必与J 相交后穿过J
,

分两种情形讨论
:

¹ 若。
“

(尸
。

)与 J 横截相交穿过J ,

则交点就是正规同宿点 ,

º 若切
“

(尸 。

)与刀相切相交后穿过J ,

则因 (2
.

功 是解析的
,

由〔2] 的结论可知
,

对充

分大的
。, F 又“ (刀 )与 功

“

(尸
。

)横截相交
.

现令R , 二 F尸
。

R ,

则不难验证
,

R } = i d , R 1 o

F , = F 又, o

R , ,

F 、X ( *
, ) 一丁(义

,

。) }二 一。+ 哭, 。in 二 一必
,

故 * ,

是对合映射
,

。 ,
是 * 厂可 逆的

,

且
L

、 ‘ ’ J z ’
‘ “

J ’ 2 一
““

’

一J
’

队“ ‘ ~
‘’ J
曰

’

人 刁 , ’ ‘ 月

儿 “”
‘

~
“ J ’

一

F 又
”

( F i x ( R ) ) c F i x ( R l )

此由知F又“ (J ) 门二
“

(P
。

)亡 F i x ( R
,

) 自。
“

(P
。

)从而我们又构选出一个F i x ( R
,

) 门。
“

( P
。

)上的

正规 同宿点
.

综上此命题获证
.

于是由命题 6和引理2 ,

我们有

定理 1 对( 2
.

1) 而言
,

当4< A《 卜 5二时F ,
有无穷多个周期点

.

结合文〔3〕的结果
,

又有

定理2 对 (2
.

1) 而言
,

当A > 4时
, F ,

有无穷多个周期点
.

三
、 a = 1的弹跳球运动

经过简单变换
, a 一 l的弹跳球运动

【毛’
具有以下形式

X I = 夕

, z“ 2夕一 x 一 r e o s ,
( 3

.

1)
( r > 0 )

jrwe、

F

显 然F
,

是光滑微分同胚
,

令 R :
】R

Z
。 !R “ ,

( x
,

妇~ ( , , x)
,

则 R是对合映射
, F ,

是 R~ 可逆

的
, F ,

的不动点为

尸 。一

(飞+毓
,

; +毓 ) (k 一 0, 士], 士2,.
·

易知尸
。 ,

尸
1
均为双曲不动点

,

以下在4< r
《 1

.

5二下完全类似于第二节的讨论
,

(H
,

L 的 取

法见图4)我们有

定理3 对a 一 1的弹跳球运动 (3
.

]) 而言
,

当4< r
《 1

.

5 , 时
, F ,

有正规同宿点
,

因而

有无穷多个周 期点
.

结合文【3〕的结果
,

又有

定理4 对 a 一 1的弹跳球运动 (3
.

1) 而言
,

当: > 4时
, F ,

有 正规 同宿点
,

因而有无穷

多个周期点
.
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2 ~ F i双尸)

F (才,

只

O

、 .

1 兀 、 l
刀夕! 吸x 一

一

万 口二飞
、 白 , 、

这样我们就对T a y lo r 映射和弹跳球运动
,

分别在 A〔( 4
,

+ co )
, r 〔(与 + co )的参数区

间里证明了正规同宿点的存在性
,

因而在相应参数区间里相应系统均有无穷多个周期点
,

从

而推广了文 [ 3〕
,

[ 4〕
,

[ 5」的结果
.

致谢 作者十分感谢李继彬教授的指导
.
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