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摘 要

本文提出了轴对称固支圆板 (含叠层板 ) 受均布横向载荷作用下的三维非线性摄动解 答
.

文

中所考虑的是一种中等大挠度的几何非线性
.

并采用一种发展的摄动方法对复杂 的 三维非线性平

衡微分方程进行求解
.

该方法的基本思想是以二维解答为基础
,

对板的厚度参数进行摄动 而 求得

相应的三维解答
.

文中给出了一般板及叠层板的三维非线性理论结果及数值结果
,

并 图 示出了各

个应力的分布情况
.

而且
.

该三维非线性结果能退化为完全一致的相应的二维板理论非线性结 果
.

结果表明
,

该方法对板的三维非线性分析是一种行之有效的方法
.

关妞词 三维分析 几何非线性 摄动法 轴对称

引 言

当代科学技术的高度发展
,
要求我们采用三维弹性理论以获得板的力学特征的高精确度

预测
,
特别是夹心板

、

叠层板等新型结构
, 更是如此

.

因为
,
对这样的板

,
由横向正应力及

层间剪应力引起的层 间脱胶是一种主要的破坏形式
.

虽然板的二维分析可以很容易在弹性力

学书中找到
,

但三维分析特别是三维非线性分析却很少
.

T im 。“h e n k 。〔‘’提出了仅具 有 应

力边界条件的轴对称各向同性圆板的三维线弹性解答
,
但该解答不满 足 位 移 边 界 条 件

;

V las o v “ ’
提出了简支各向同性板的三维线性解答

,
但对于一般板及叠层板的比较准确的三

维非线性分析还是几乎没有的
.

本文提出了轴对称固支各向同性圆板及不同材料的叠层板受

均布横向载荷作用卞的三维非线性解答
.

同时
, 获得该解答的摄动方法是有效易行的

,
对板

的三维非线性分析也是一种有效的方法
.

二
、

一般板的三维非线性分析

在应力分析中
,
许多具有实际重要性的间题都是与旋转轴对 称 变 形的 旋 转 体相 联 系

的
,

对于这类问题利用柱坐标是很方便的 (见图1 )
.

如 变形关于
: 轴对称

,
则应力分量

、

应变

分量及位移分量都与坐标 0无关
,
所有对0的导数都消失了

.

同时
, 因轴对称性

,
剪应力分量

: , 。, 勺, 以及环向的位移分量
。
都为零

.

取
“ , 。分别代表径向及

:
向位移分量

,
略去体力

,
且

.

钱伟长推荐
.
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板 由弹性模量为E ,
泊松比为

,
的均 匀各向同性材料构成

.

:::::::

}}}

于
产从

圈 1 回板的坐标系及形状

我们将考虑这样一种非线性
, 即 :

板的微小单元的线应变价汗口转动角的平方。二与 1相比

可略去
,

并且适用虎克定律
.

也就是说
,
板具有中等大挠度的变形

.

对于圆板的轴对称变形
,

由于在板的大多数工程应用中
,
板的厚度 /跨度之比是很小的

,
板在其自身平面内为一大块

,

故绕
:
轴的转动。

:

二 O, 则得到如下应变一位移关系
〔“’:

。 ,

二 u , ,

+ 。 子
,

/ 2 ,

。 , 二 u / r ,

。 :

= 功
, :

+ u 二
:

/ 2 ,

夕, : = “一 :

+ 阴 , ,

护, 。= 0

护, :

二 0

(2
.

1 )

、1
2皿11

式中
‘

下标逗号友示对相应坐标的偏微分
.

同时
,
根据虎克定律有

.

。 ,

二 E
;

(拼
。 + 。r

J , = E
l

(拼
。 + 。e

二
:

二 E
,

(拼
e + 。 :

r , :

“
一

g
,

·

,
, :

/ 2

(2
.

2 )

、、.

!
、

l
户
山

、,.了、.产、.了

其中
, E , = E / (1 + v

)
, 拼= v/ (1 一 Zv

)

三维非线性平衡微分方程为
, 生’:

(a
,

+ 。 , 二 : , :

)
, , + (

: , , + “ , : a 二

)
, 二

一

于
一

(a , 一 a , + 。 , , : , :

)/
r 二 o

(2
.

3 )
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: , 二 + 功 , , a ,

)
, , + (a : 千功 , , , 护 :

)
, :

干 (
‘, 二 + 。 , , a ,

)/ r二 o

基于摄动方法
,
我们引用如下的无量纲参数

:

}

q o《

E I (2
.

4 )
脚人

一一才
“夕月

一一U
之一h

一一Z
ra

一一
升g

式中
。和h分别为板的半径及半厚度

. 、

由于在绝大多数工程应用中
,
板的厚跨比是很小的

,
取

。一 h/
“

为无量纲小参数
.

把方程(2
·

1)
、

(2. 2 )代入方程 (2
·

3)
,

得如下用位移表示的无量纲

三维非线性平衡微分方程
.
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不
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矗
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式中
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同时
,

固支板的边界条件和轴对称条件可写成如下的无量纲形式
:

(2
.

6)

、..‘人7...J

nU

J :
二 一 E

:
尸

·

e4

a 吕 = r 考‘= 0

U = 不犷 =

U = 砰
, 考

牙
,
‘= 0

二 0

T ‘: 二O 当Z 二 一 1

当Z = 1

当占= 1 , Z 二

当睿= O

(2
.

7 )

然后
,

把U
,

班展开为无量纲小参数
。的摄动级数

, 以求得方程(2
.

5 )到 2
,

7 )的解答
:

U 二 乙 U 砖
, ,

不 = 乞 附
。e“

(2
.

8 )

本文摄动方法的基本思想是以所解问题的二维解答作为相应三维解答的一个基本解的形

式 , 在该基本解的基础上利用摄动方法求解该三维问题的其余摄动解
.

则有基本解
:

U
。
二 o ,

牙
。
二 C

。

(1 一梦)
2

(2
.

9 )

把方程 (2
.

5)
、

(2
.

9 )代入 (2
.

5 )至 (2
.

了),
并使

。的同阶量系数相等
,

我们可得到一系 列 可依

次求解的偏微分方程和边界条件
.

e0 :
方程(2

.

5 )
、

(2
.

6) 自动满足
.

边界条件为
.

a “= r终
,
= o , 当Z = 士 1

U
。
二班

。
二班

。, ; 二 o , 当占= 1 , Z 二 o

U
。
“班

。 , ; = o , 当占二 。

。‘: U 一, : : = o ,
附

; , : : = o

边界条件为
:
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,
= r

物 一 0,
‘

当Z 二 士 1

U
l
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,
, 声厂
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U
,
= 附

, , 母二巧
.

当省二 。

(2
.

1 0 )
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.

1 1 )

其中

则解答为
:

。
月 、 , , ,

E
.

a “,
~ 己 ,

.

(1 十 “)
‘

伴 ; , z , r ‘Z ‘

一玄
二

一

(U ‘ , z + 伴
“ , ‘)

U
,
= 4C

。

(1 一省
g

)夕 + F (睿)
,
附

‘= o (2
.

1 2 )
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其中F (豹是由矛
, 。“

级的边界条件决定的
.

结果为
:

。
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对以上解答(2
.

1 9)
,
才中的A

Z

不是精确解答
,
但解答(2

.

的至 (2
.

川都是精确解 答
, 即它们

都满足各自的平衡微分方程及边界条件
.

但对于砂级
,
由于几何非线性对平衡微分方程及边

界条件的形响
,
要同时满足平衡微分方程及上下表面的边界条件是很困难的

,
所以此处我们

引入变分原理来进行求解
.

对解答 (2
.

19 )满足上下表面的应力边界条件
,
并满足位移边界条

件
, 则可用变分原理来近似地满足的平衡微分方程如下

:

丁{{
。

〔
月 . 协 ”

E p ,
·

乞 dU , 十 乙 Q‘

(2
.

2 0 )
‘二 O 了二 O

乙 占附
,
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式中尸
‘,

Q ‘
分别代表方程 (2

.

5)
、

(2
.

6) 的左边的砂级量
,
对无量纲板中心挠度C

。

求变分
,
且

,

、

l
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P
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将式 (2
.

2 1) 代入 (2
.
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, 并仅保留至砂级微量

,

则有
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.
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。
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.
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.
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.

25 )
, a z ‘

! : = _ L
= 一E 刃

,
旨

: .

1
: 一 ;

= o则有

(2
.

2 3 )

户
.

1 + 拌 。 _ 户 3 _

粉。个 丁下乏石
一

。“七 “
~

1 + 拼

1 + 2拼

q oa 4

6 4 E
;
h

4 (2
.

2 4 )

于是
,
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当无量纲板中心挠度C
。= 1

,

即板中心挠度等于板的半厚度 h 时
, 取 泊 松比

, = 0
.

3 ,

即拼二

0
.

7 5 ,
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.
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结果 (2
.

26 ) 所表示的板中心挠度与钱伟长教授按二维板理论求得的固支圆板结果是完全一

致的
.

在1, = 0
.

3 ,
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,

他的结果是
L3 ’:

不二 0 8 9
3
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艺
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为了进一步 了解结果的准确性
,
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.
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.

由
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,
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,
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了s占
,

)Z + 1 5 0 0 (9 一 11占: )舀
7
2

对于以上所求得的各级解答
,
取

, = 0
.

3 ,

对板的不同厚跨比
。,

求得附
, U 的前四级 之 和

,

前六级之和
,
列于表1

、

表2中
.

研的前
,
项之和 = 艺 才尸

‘= 0

a 公= a z ‘e 4

r ‘. = r“。
·

e s + r ‘: s
·

￡5

、
{

(2
.

3 1 )
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衰1 板内各点的位移 (板中心点挠度附
。= h

,

即C 。= 1
. , ” 0

.

3)

e‘0
.

1

附
-

U : U 。
附

a 平
‘ U - U ‘

0
.

99 42 2 5

0
.

9 1 5585

0
.

6994 9 7

0
.

4 0 4 9 83

0
.

1 33 1 1 5

0
.

003 , 42

己二 0
.

05

坪
‘

0
.

9 9 4 2 2 5

1 0
.

9 1 , ‘56

0
.

69 9 4 9 ,

! 0
.

4 0 4 98 2

{0
.

1 3 3 11 1

‘

0
.

0036 82

0

0
.

04 3弓25

0
.

07 2 23 3

0
.

0 7石234

0
.

056 76 3

一 0 0040 95

0

0
.

04 35 之,

0
.

0 , 22 2 5

0
.

07 62 3 3

0 05 683 0

一 0
.

003 9 98

D

0
.

2

0
.

9 948 59

0
.

9 19 43 9

0
.

夕1 05 1 ,

0
.

42 1 3 3 3

0
.

1 4 5 4 1

0
.

026 0 1

0
.

9 9 47 4 9

0
.

91 94 36

0
,

7 1 07 03

0
.

4 2 1 4 5

0
.

1 4弓1 7

0
.

02682

。 1 0

一 0
.

05 7 51 1!一 0
.

058 09

一 0
·

10 , 156 ,一 0
·

1080 3

一 0 13 05 6 }一 0
.

131 62

一 。
.

0 955 2 {一 0
.

0 9 , 6 5

0
.

0 32 7 6
一

0
.

03448

口U八“l

月岭
J

O00

:

�
”�血”nU

口曰4

JO口U

介UUnn”
1占

1
.

0 1
.

0

4介甘

:

八UDn廿0

0
.

5 1 0
.

4

}0
.

。

: :器豁 :
.

:瀑蕊
。

.

, 韶, 扮 }0
.

,
卿

i 。

0

03 , 11的

02利刁0

0

口;右3 , 1 ! 08

0
.

97 6弓9 ,

0
.

682 , 0 7

0
.

1 2 9 8 , 5

0

0
.

1书幻

0

0
.

招5 076

}o
·

“398

0
.

9 7 662

0
.

石82知5

0 1 29 , 肠 。
,

082 42 , {
.

0
·

08148

游Un�

. . . . . . . . . . 确 . . . . 目. 曰 . . . . . . . . . 口
. . . . . . . . J . . . 州阳. . 曰八‘ . . . . . ‘阳 . . . . . . ‘. . . 口. .

份

表中不,( U
‘
)

,

附6( 矶 )分别表示甲 (U )的前4项及前6项之和
.

衰2 板内各点的位移 ‘C 。。 1
,

v 二 0
.

3 )

一
旧. . . 曰曰加. . ‘曰 . . . 山曰曰翻曲 . . . 加曰曰

一
柑

一
. . . . . 甲 . .

一-
~

一-
口曰. 曰 . , . . 匕洲. 目. .

. 脚. . . . J 曰J
.

‘二 0
.

2 e 二 0
.

3

1

一 1

1

1

0
.

5

⋯赢
、

⋯赢
。

一

竺一卜竺生 {一业
0

.

7 6 058 1 0
.

77韶 2 1 0

加
。

U ‘

蹂滋0
.

6

0
.

2

0
.

5 { 0

0
.

5 ’

0
.

6

1
「
、

0
.

4

0
.

4 7 85 6

0
.

8 2883 7

{ 0
.

9 01 5 9

0
.

8804 86

{ 0
.

6 7 6 5 1

{ 0
.

4 03 2 4 8

} 0
.

6 3832

一0
.

48 603

1 0
.

5 2 96 9

0
.

9 03 1 5

0
.

879 5 4

0
.

6 7 2 6 2 6

0
.

3 9 7 0 1 2

0
.

63 84 7

_ _

竺
_

_ _

⋯_ 生
_

_
_
_

0
.

1 5 34 5 j 0
.

1似 5 7

一 0
.

1 46 43
。
一 0

.

15 0 24

0
.

1 3 3 4 36 0
.

12幻弓,

O
_

O

0
.

06 8即
,

0
,

06789

0
.

0 9 4 7 1 4 一0
,

09 4 9 36

0
.

0 584 1 4 一0
.

0 5 2 3 0

0
.

1 9 85 9 2 { 0
.

1 87 1 8 {
‘

5 0
.

2

0
.

2

0
.

4 7 3 64
0

0
.

4 026 1

0
.

23 7 17 2 } 0
.

场右00

0
·

5 7 006 { 0
·

5 2 7 33

0
.

6 4 5 29 }0
.

64 , 03

0
.

2 3 7 17
0

0
.

1 66 00

0
.

8 047 6 0
.

7 9 3 9 4

0
.

7 2 3 2 9 J 0
.

7 4 4 5 1

一 0
.

1 0555

一 0
.

314 04

} 。

{
一“

·

“‘,‘

l一 0 6 95 1 4

一 0
.

5 { 0
.

8

一几呷照
.

}
一“:护卿

0
.

1沈六的{ 0
.

毛创方3
一。

.

0 14以 {一 0
.

6 9 : 1 4

0
.

0 42 , 6 { 0
.

0 3 9 9 9

0
.

1 1882 6 ! 0
.

0 6 0弓1

,曰4

旧汤

~ - -

—
-

—~ 一
~ - - -

~ 一人

—朴

表中牙
一
( U

‘
)

,

班 6 (U 6 )分别表示附 (U )的前4项及前6项之和
.

从表 1
、

表2可以看出
,
在

“< 0
.

2的情况下 , 牙
,

一

U 的前四项之和与前六项之和的差别是
很小的

,
在

。= 。
.

。5时少 前四项之和与前六项之和几乎完全一样
.

但在
。> 。

.

2 的借况卡
,
如

表2中
。一 。

.

: 时
,
班

, u 的前 四项之和与前六项之和的差别是比较大的
.

所以
,
可 以 认为在

。< 0
.

2时
,

摄动级数只取到前四级就 可以获得比较准确的结果
,

而对于板 的厚 跨 比
。> 0

.

2

时
,
为获得准确的结果就必须取摄动级数的更多级

.

同时
,
对于几

: ,
从 ( 2

.

1 5 ) 和 ( 2
,

2 9)

可知
,
略去

r : zs 所 引起的误差在 。< 0
.

2 时 ,
小午 1

.

了肠
.

所以
,
在板的厚跨比

: < 0
.

: 的情况

下
,

对板的三维非线性分析只取前四级近似解就可以获得较为准确的结果
.

最终的解答为
:

砰 = 班
。+ e Z

牙
: + 。4

牙
‘

U 二 ￡U
, + ￡3

U
: } ( 2

.

3 2 )

其中砰
。,
邢

: ,
班

‘, U
, , U

。

见式 (2
.

9) 至 ( 2
.

19 )
.

对于该四级近似解答
, 当板很薄

时
,
即
。 , 。,

可知砰二 C
。

(1 一梦)
’,
板中心挠度不 = C0 八,

_

该中心点解答与钱伟 长 教授所得

的板中心挠度完全一致
.

即是说
,
本文只取前四项近似所获得的摄动解在板很薄时

。, 0 ,
可

以退化为相应的二维板理论解
,
而且本文的三维非线性解答(2

.

3 1)
,

在板中心挠度C
。

, 。时
,

可退化为相应的三维线性解答
￡吕 J .

三
、

层合板的三维非线性解答

我们研究受均布横向载荷如的一块圈支边界层合圆板
.

叠层板的构造及坐标系如图 2 所
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.

张 相 周

示
.

取 (l) 层 (3 )层为同样材料的层
,
其弹性模量和泊松比分别为E <, ) , , 、: 》, (2 )层的为E 《: , ,

, 〔2 》, (2 )层的厚度为Zh : , 整个叠层板厚为Zh
.

(3 )层

(2) 层

(1 )层

,
目 .

.

之 一
,

之
口q 小J

上
.

1.

圈 2 层合板 (三层 )的构造及坐标系

.

层合板的求解过程分两步
.

第一步
,
我们求出各个单层满足平衡微分方程(2

.

3 )或(2
.

5 )
、

(2 ; 6 )
,
但不考虑边界条件的解

.

第二步
,
对第一步求得的解再去满 足层合板的边界条件及

层间连接条件
.

通过以上两步的求解
,
我们即可获得层合板的满足平衡微分方程及边界条件

和层间连接条件的解答
.

1
.

单层板的满足平衡微分方程 (2
.

5)
、

(2
.

6) 的解

引用无量纲参数如下
.

U 二草
,

Z = 矛
h

‘

h
(3

.

1 )
叨人

一一砰
= 气卜 了

a a

则根据一般板的求解
,
我们可求出各个单层的四级近似解答

:

U (, ) = U
, (一) 。 + U , ‘一)e 3

班
(‘) = 牙

。、‘) + 班
Z e‘)。2 + 研

‘(‘)。4

r 考‘(‘) , r 考‘, (‘) e 3

口z (‘) = a z 一 (‘)
·

￡4

!
(3

.

2 )

当‘二 1时
, 即为层合板的 (l) 层

, Z
,

成Z《1 , 当‘

‘二 3时
, 即为(3 )层

, 一 1《Z 簇 一Z ; , Z : = h
,

/h
.

牙
。(‘。“ C

。(‘)
(1 一首

“

)
,

口
; . ) = 4 C

。(‘)
(1 一占

2
)省Z + F (‘)

(雪)

= 2时
,
即为 (2 )层

, 一Z
:

《Z 成Z , , 当

附
: 幻 = 一 拼( ‘)

1 + 拜(‘)

·

4C
。 ‘)

(1 一 2雪
2

)2
2
十H

‘)
(舀)

·

Z + h
Z ‘)

(占)

(3
.

3 )

(3
.

4 )

(3
‘

5 )

U : (‘) ,
2 + 3拼(‘)

1 + 拼 ‘)

1 6 。
‘ , 。

‘

_ 。
, ‘ 。 ,

“
, 、 。 ‘

‘

万七。 ‘) g乙
‘
+ 谷七云 ‘)飞。a “, ‘, Ll 一自

一

)
一

‘

一 2 (1 一雪
z

)占}Z 一 (ZK
(‘) + h ;

(‘,
)Z + I : <‘)(占) (3

.

6 )

r..
....夕
.、‘

r : z , (‘)二 E 一(‘) 1 + 2拼(‘)

1 + 群‘幻
1 6 c

。(‘)

招
2 一K

、。)
(省) (3

.

7 )

口 : ‘(‘) = E : (‘) 1 + 2拼(‘)

1 + 拌(‘) 替
e
。 ‘, 2

3 +

(
K 、

‘) +
Z + 6 4C 孟‘)a ‘)Z

+

1
6 4C 。‘)(‘一‘

:
)‘

2

认瓷{
) + 1 6C告(‘)

1 + 户‘。)
((1 + 3“( . )

)

一 4 (2 + 5; (. ,
):

:

+ 3 (3 + 了。、‘) )扩)
〕
z : + L 〔幻 (‘,

} (3
.

8 )

共中h: 、裸, (穿), K (‘, (占)
, I: (. , (雪)

, L : , , (省)等为待定函数
, F

‘,

(互), 万 , , (玄)为
:
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1一12
+

F 〔‘)
“, 一 ‘6C ; ·)

{
1

一百 a “ ‘,
(1 一省

2
)
‘

安

(1 一雪
2
)
“

舀
仁叮, (。

。一 1 )了: 一勃
J Q 、 ‘ I

(3
.

9 )

_ _
~

.

(
, _ 。 。 、 。

1
_ 。 。 、 。

、
.

月 “ )

(互)= 土b‘奋“ ,

飞
。 ,

(1 一互
‘

)
’

一万 (土一互
‘

)
“

少+
2拼(‘)

1 + 拼(‘)
上擎些一 (a

。

一 1 )
荟

C 长

(3
.

1 0 )

式 (3
.

9 ) 中
,

口 。(‘) =

1 + 召(‘)

2 (1 + 2拼‘, ) )

1
a ‘(‘, = 万 a 。 +

1

2
a Z 邝 ) = 一

拼(‘夕

l + 拼(’‘)
a x (‘) +

1 + 2拼“ ,

2 (1 + 拼
了 . ,

)

对于式 (3
.

9 )的F (‘)
(雪)中的

a ,
气

‘)
项

,
我们取a l ‘)= 1/ 2 + 1/ 2 4 , 当泊松比

v
在0

.

3 附近时
,

所弓f起的误差约为3肠 ,
可见作这样的简化是可以的

.

则有

左且J。J

+
F “ , ‘“, 一 c “(幻

{
一

};
(1 一雪2

)
‘

君
(1 一占

2

)
“

.

一

舀 汁
l(

, _ l 、飞
4 、 ,

舀)J
(3

.

1 1 )

2
.

层合板的满足边界条件及层间连接条件的解

层合板的边界条件为
「7 ’:

、...、
r‘‘.../口名= 一 q o , r 考z = 0 -

a 名= 了考么 = 0 ,

U = 不= 附
, ; = 0 ,

U = 研
, : = 0 ,

一 1

1
「

1 , Z二 0

0

(3
.

1 2 )

Z=肠卜卜当当当当

层间连接条件为
:

a 名(协 )二 a 么(. + l ) , r 己名(琳 ) = r 咨名(饥 + 一)

U (, , = U (. 十 , ) ,
砰

(。 ) = 附
. + ; ) } (3

.

1 3 )

当fn = 1时 , Z = Z
, , 当二 = 2时

, Z = 一z
;

则可求得三层层合板的满足非线性平衡微分方程(2
.

5)
、

(2
.

6 )
, 边界条件 (3

.

12) 和层间连

接 条件 (3
.

1 3 ) 的 解 答
,

我 们 取
v (: )二 v 、: ) = 0

.

2 5 , v : ) = 0
.

3 3 , E ( l ) = E
: ) ,

E
; ) / E

.

: )二

2
.

82 ,
求出的结果为

:

、,....、/‘.1
护

C
。( ; ) = C

。(幻 = C
。(3 ) = C

。

a 4

C
。
= [刀

; + 刀
3

c 盖]
一 ‘

·

0
.

6 6 5咨坦二
、

‘ (2 少“
(3

.

1 4 )
刀

,
= 9 5

.

5 1 2 7 + 3 3
.

5 3 Z r一 10 0
.

6 2
,

夕
:
= 1 1

.

3 6 1 一 8
.

0 6 42 1

平
。(: ) =. 才

。。2 , = 砰
。< : , = C

。

(i 一君
“

)
’

U : ( : ) = U
, ‘2 , = U 、(. ) = 4C

。

(i 一舀
2
)招

(3
.

1 5 )

十 C‘

{
一

携
“

了
’
‘

1 一占
“

)
“

占

十

奋(
: 一

誊)} (3
.

1 6 )
4一3

+
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不
: , 》= C

。

〔(1
.

2了3 6 2省2 一 0
.

6 3 6 5 1 )Z f+ (2
.

6 6 6 6睿2 一 1
.

3 3 3 5 )Z
,

」

+ C毛〔(b
.

10 6 6 5护一 0
.

32占
‘ + 0

.

3 2雪2 一0
.

1 5 6 1 2 5 )之
:

十 (一 7
.

6 6 6 了占
6 + 1 5雪

4 一 了占
2 一 0

.

4 了2 2 3 2 )Z 」

牙
: 2 )二 C

。

(3
.

9 4 0 3君
2 一 1

.

9 7 0 〕; )Z
么+ C 吞(一 了

.

5 6占
。+ 14

.

6 5占
‘

一 6
.

6 8占
名一 0 6 5 5 4 )Z

研
: 。, 二C

。

[ (1
.

2 7 3 6舀
2 一 0

.

6 3 65 )Z 受斗
一

(2
.

6 6 6了占
2 一 1

.

3 3 3 3 )2
2

〕

+ C急[ (一 0
.

10 6 6 5套。十 0
.

3 2梦一 0
.

3 2占
2 + 0

.

1 8 6 12 5 )2
1

+ (一了
.

6 6 6 7占
6 + 15占

4 一 7占
2 一 0

.

4 7 2 2 3 2 )Z 〕

U
。 , ) = C店(8 3 6 3 5 2 之一 2

.

5 4 7 2 2 矛Z 一 8 5
.

3 3 2 4 2
; + 1 2

.

4 4 4 2
3

一 4 2
.

6 6 6 6 2 ) + C孟舀[ (0
.

3 ] 9 92 贾雪
4 一 0

.

6 4 2 里占
z + 0

.

3 2 2 圣)

(3
.

1 7)

{
+ (一 0

.

6 3 9 9 2 ,雪
4 + 1

.

2 8 2
:

雪
2 一 0

.

6 42 ,
)Z

一

; (2 3占
4 一 3 0若

2 + 7 )2
2

〕

U 3
r

Z ) = C洁Z (13
.

2 9 3 4 2
2 + 8 0

.

2 3 5 62 梦一 1 2 7
.

9 9 9 )

+ C毛雪Z ,
(2 2

.

6 8雪
‘一 2 9

.

3 6占
, + 6

.

6 8 )

u , , )二 C
。

占f1 2
.

、4 4 4 2 “一 (4 2
.

6 6 6 6 + 2
.

5 4了2 2 望)z + (5 5
.

5 5 2 4 2 1

一 8 3
.

6 3 4 82 之)] + C急雪[ (2 3占
4 一 3 0首

2 + 7 )2
2 一

卜(0
.

6 3 9 9 2
:

占
4

一 1
.

2 5 2
;

占
2

一

卜0
.

6 4 2 :
)Z + (0

.

3 1 9 9 2 贾占
4 一 0

.

6 4 2 圣睿2 +
.

0
.

3 22 } )〕

(3
.

18 )

、..1............
了

1
............ .W

‘ , )二 一 4
.

4 4 4 4C
o
Z

4 + C急2
3

(5 9
.

3 3 2 2占
4 一 5 7

.

7了6 6蜜
2 + 4

.

3 7 0 3 )
+ e

o
z

,

[ (2 8
.

4 4 4 3 + 0
.

5 4 92 全) + c
o
z

;

(o
.

a3 , 9省
‘一 0

.

5 5 3 3占
,

+ 0
.

2 13 3) + C丢(12 2
.

6 6 6占8 一 2 8 2
.

6 6 6占。斗
一

1 9了
.

3 3 3省
4

一 3了
.

3 3 3雪
2 + 1

.

0 9 9 )〕卜C
o
Z 〔(一 5 5

.

了5 6 Z r+ 5 6
.

8 8 8 2 ; 一 18
.

9 6 3 )

‘ C
。

(一 1 4
.

2 2 5 2 爱占
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在以上位移解答的基础上
,
我们取不同的板中心挠度C

。
= 1 , 0

.

5 , 0
.

0 1 ,

并取Z ; 二 0
.

5 ,

求出应力内
,

ae
, 介 ,

等
,
结果见图 3 至 图10

.

从应力的表达式和图3至图10 所示的应力可见
:

( 1 ) 在外载q0 的作用下
,
板变薄

,

即
。
变小时

, 应力a e, 内增加得很快
, 介 :

次之
,
而

口,
则几乎与板的厚薄无关

,

_ _ _ C0 = 1
.

0
一一 一氏二 1

.

0

一
,

一 0. 5

一 1

一 0
.

0
·

5

0
.

0 1 一 1
、

0

一0
一

6
饭派 —

0
.

0 1

\
卜\ 。丫q 。

0
.

6

1
.

0

,

:、沐
0 10 2 0

丙 / q 。

一3 一2 一 1 0 1 2 一 30 一2 0 一 1 0

圈3 应力内在Z 向的分布(e 二。
.

1) 图4 应力a 。

在Z 向的分布(e 二 0
.

05 )

_ _ _ C
。二 1

.

0

一
-

一 0. 5

0
.

0 1
一1.0 卜
一 0

.

5于
戈

卜

一一 _ C
。二 1

.

0

一
-

一 0
.

5

—
0

.

0 1

_ _

回
0.5 「

一
、

℃\1
·

o

卜示午才落‘毒、
一‘

些
日 5 应力a ;在舀向的分布(

。二 0
.

1) 田6 应力。
e

在Z 向的分布(
。 二 0

.

1 )

- -
一

-

一 C
。二 1 0

0
·

5

0
.

0 1

一 1. 0

一 一一C0 二 1
.

0

一
.

一0. 5
考

-
0

.

01

一 0
.

5

厂�111
1‘11!
.�l

nU

0
.

5

价/ q0
尹
‘

.

斌r 旅叹亩成犷窃
叽/ q o

一 6 一 4 一 2 0 2 4 ~ 一石

圈了 应力a e

在雪向的分布( e 二。
.

1 ,

圈8 应力口 , 在Z 向的分布〔e . 0
.

1)

( 2 ) 环向应力a , 与径向应力内在板内的分布情况几乎是一样的
,
内比ae 要大

.

在数量

级上
,
近似地有

: 。:
与外载q 。

同量级
, : ; : 与 q0 。 一’

同量级
, 。, ,

内与q0 。“ “

同量级
.

随板变薄
,

8
变小时

, 应力a幻 几盯 a 咨 (或d , ) 之间的差别变大
.

( 3 ) 虽然对于薄板的情况
,

御 = 0
.

1时
,
横向剪应力

r ; : 和横尚正应力 a ,
还是很显著

的
. : 。: , 。: 的聂大值与环向应加洒最大值之比分别痴

5。呱 , : 5肠
.

( 4 ) 对于不同的非线性
,
即无量纲板中心挠度 C

。

取不同值的情 况下
,
从各个 应力可
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嘛 一一 _ _ C
。二 1

一 1
.

0

一0. 5

0
.

5

0
.

0 1

一 一一 C
。二 1

.

0

一 一 0
.

5

—
0

.

0 1

_

困
一 1. 0卜

二二:
~

之今二之二

_ 一
二二

少

川
!

|l

一 0
.

5

0

净日夕

0 一 1 一 2 一 3

田 9 应力介 z 在Z 向的分布(。~ 。
.

1)

0 0
.

2

圈1 0

醉厂旅厂衣矛丁万一一一一

nU,O‘U

:
01工

应力a : 在占向的分布(e 二 0
.

1)

见
,
非线性的影响是比较大的

.

其中C。= 0
.

0] 所描绘的曲线即近似代表线性情况
.

四
、

结 论

本文提出了一般轴对称圆板及完全粘合的层合圆板
, 受横向载荷作用下的三维非线性解

析解答
.

该三维解答在板的厚跨比很小时
, 可退化为相应的二维板理论非线性解答

.

而且该

三维非线性解答在板中心挠度很小时
,
可退化为相应的线性解答

.

板中的位移和应力展开为

厚度参数
。的摄动级数

,
利用摄动法和变分法求得位移和应力

.

对于层合板
,
我们给出了满足平衡微分方程

、

边界条件和层间连接条件的位移解析解
,

并以图示给出了应力的大量数值结果
.

结果表明
, 即使在板较薄的情况 (

。= 0
.

1 )
,
横向剪应

力和横向正应力也是比较显著的
.

与环向应力的最大值相比
,
横向剪应力的最大值约为它的

50 肠
,
而横向正应力的最大值约为它的15 肠

.

随着板的逐渐变薄
,
横 向 正 应 力

、

横向剪应

力
、

环向应力 (或径向应力 ) 之间的差别逐渐变大
,
横向正应力

、

横向剪应力所占的比重变

小
.

但横向剪应力要比横向正应力大得多
.
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