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摘 要

本文给出了含扩展球腔无穷大弹性体中瀑炸波的激发问题分析解
,

并给出了解的收 敛 范围
.

最后就解的几个性质进行了讨论
.

关铂饲 运动边界问题 弹性波动问题 波的激发 爆炸波

一
、

引 言

自从J
.

S 切f a n “ 」

给出运动边界热传导方程 的第一个分析解以来
, 已经出现了 大 量 的

关于这类问题分析解的结果
.

大部分作者都是运用半递解法将运 动边界间题转化为特征值问

题
.

D o n g 等人
〔2 ’““运用与时间相关的空间压缩映射方法将无热源的运 动边界热传导问 题转

化为含运动热源 的固定
、

边界热传导问题
, 从而用经典方法得到了该问题的分析解

.

另外各种

近似解也大量出现
.

虽然如此
, 另一类重要方程

—
波动方程的运动边界问题却尚少结果

.

这

方面具有代表性的工作是由Y o ffe
〔‘’和 s ih 〔“’

等人完成 的
.

文献〔4 〕和 〔5〕都 是关于含 Y of fe

裂纹即运动保持恒定长度的裂纹弹性体的
.

由于 Y o ffe 裂纹模型的不合理性
,
故 其 意义受到

限制
.

关于其它形式的运动边界波动方程问题的分析结果 目前尚未见报道
.

由于波动方程含有关于时间变量 t的二阶偏导数
, 故求解这种方程的运动边 界 问题更为

复杂和困难
.

但随着科学与技术的高度发展
夕

运动边界波动方程问题巳被大量提出
,

迫切需

要加强这方面的研究
.

与运动边界热传导方程不同
,

除个别问题外
,

在运 动边界波动方程定解问题中往往不存

在 由位移表达的运动边界物理定律
,

而边界运 动规律由其它类型方程的运动边界问题或实验

给出
.

因此 ,
在求运动边界波动方程定解问题的解析解时

,

在往事先给定边界运 动规律
.

本文研究含匀速扩展球腔的无穷大弹性体爆炸波的激发问题
.

我们运用散射函数法
,
将

运动边界球对称弹性波的激发问题转化常微分方程的定解问题
, 给出了级数形式解

,
并就解

的性质进行了讨论一
’

二
、

基 本 方 程

设有弹性体口 二 {(x
, , , z ) . x

Z
+ , 2

+ 2 2

)
a Z

(t )} , 其中
a (t ) = a 。

+ 。t , 。 是球腔扩展速度
,
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是常量
.

在球腔上作用爆炸载荷 a r

= 一九 e x p (一寿约, 其中P
。

和左都是常量
, 寿是载荷 衰减系

数
. r
方向为球坐标系的径向

.

显然
,

这是一个运动边界球对称弹性波动 问题
.

位移场有如

下形式

{
“户 = “(r , 才)

u e = “户 = 0

(2
.

la )

(2
.

lb )

引进位移场的L a m e ‘

势切 = 叨(, , t) ,

材 = 甲 一r (2
.

2 、

则由L a m e ‘势表述的含扩展球腔的无穷大弹性介质的爆炸波 的激发问题为

甲 , , ,

+ 叨 , “ (r > a (t )) (2
.

3 a )
ile

一一,甲

9山r

c :
(

* , 2

十一
r

、 。
,

1
切 , ,

)一
“七‘下切 , ,

p
oe x p (一 kt) (r = a (t ))

甲 一 ,

= 0

切 , r :
= 0

二 0 )

二 0 )

(t > 0 )

(2
.

3 b )

(2
.

3 e 、

(2
.

3 d )

L2
.

3 e )

:孟‘

t2

0(C拼

其中

c
Z
一、

/
一下

, P

分别是介质的体膨胀波速度和畸变波速度
, 几和 户 是介质 的L a m e ‘

弹性常数
, p 是介质的密

度
.

我们设
。< C

; .

三
、

位 移 分 析 解

引进变换

r 一 Q o

丁 = r 一 一c
l

- (3
,

1 )

根据含球腔无穷大弹性体中波的传播特性
,
我们设

1 。
, 、

甲‘r , t ) = 下厂 气r ) (3
.

2 )

其中 尸(约 是待定函数
.

(3
.

2) 式意味着我们只考虑自空腔向无房处传播的波
.

容易验证 ,

形如 (3
.

2 、式所示的L a m e, 势满足问题(2
.

3) 的泛定方程
.

因此 , 问题就转化为由问 题(2
.

3)

的初始条件和内边界应力条件确定的单变量函数F (: )的问题
.

虽然 ,
由问题 (2

.

3 、的初始条件得到
T
《。时F (司为零

F (: )“o (: 《0 ) (3
.

3 )

(3
.

3) 式表明
,
波阵面为

r = 。, r < 。是未扰动区域
,

下面讨论
T > O区域中F (约的解

.
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在球形内壁
: ~ a( t) 上

,

其中a “ 1 一 v / C
, .

定方程

a t (3
.

4 )

将 (3
.

2) 式和 (3
.

4 )式代入问题(2
.

3) 的应力边界条件中得到关于F (r) 的泛

二
一

尸
·

(at ) +

暴
一

二
,
、at )十 4

梦
尸(at)

乞
‘ , e X p (一 “‘)

(3
.

5 )

记

g 仁a 、二 F (a t )

将 (3
.

6) 式代入 (3
.

5) 式 中得

(3
.

6 )

。
, 。·

(。) + 粤:
: 、 /

、。)+ 三:
3 。(。)一。

、a e x p (
一

粤
。

、
U U \ L, I

(3
.

7、

其中
口 :

,

C 子
4 t) 牙 i‘

‘

七 l

4C 孟,

一一一一一一几凡瓦矛.‘‘..J,电/、

B
4

一毛
’ ,

。

一 p

(会
·。

)

而
。 ;
二 v

/a
.

方程(3
.

7) 的齐次方程是一个E ul er 方程 ,

D = (B
Z 一B

,

)
“一 4B

」
B

3

的正负和零点而分为三种情况
.

容易验证
, 当 v

其通解g 。

(a) 依判别式

(3
.

8 )

“ 。 时 , D = 。,
而

当 。> 。 。

时
, D > 。,

。 。

时
,

4C
,
C
。

(C
、
+ C

Z

)

C {+ 4C
,

(C
:
+ C

Z

)

。< 。。

时 , D < v 。 .

因此有下面三种情况下的解

(3
.

9 )

1 ) 刀 =

g 。

(· , 一 A
l

(二)
“

(
“

几
+ ‘n

二) 吃3
,

1 0 )

其 中

2 )

其中

A
、

和A
Z

是待定常数
, 。如下式所示

(3
.

1 1 )

。 < 。 。

时
,

。。(·、一

(会)
“‘

I
A

3 c o s

(
“

2
, n

筑)
+ “

·s‘n

(
‘

2
, n

蔚)〕 (3
.

12 )

A
3

和A
‘

是待定常数
, 寿

;

和k
:

由下式所示

B
‘一 B

Z

2 口矛
t3

.

13 a )

L
、

:

甲一 D

Z o r
(3

.

1 3 b )
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。> ”。

时

。。(·卜 ,
5

(会)
”’

+ A 。

(琪丫
’

伟
.

1 4 )

其中 A
。

和A
。

是待定常数
, 。 ,

和仇如下式所示

咋z
,

B
; 一B

么
+ 斌D

2。里
(3

.

15 a )

B
, 一 B : 一斌D

吸 = 一 艺云
- (3

.

15 b )

在(3
.

10) 式
, (3

.

论)式和 (9
.

议 )式 中
, 常数击 (‘= 1 ,

2
,

⋯
, 6 )由问题(2

.

3 )的初始条件确

定

下面我们求方程(3
.

7、的一个特解
.

为此
, 设

g ;
一 , (

。 )e x p

(
一

会
一

。

) 七3
.

1 6 )

将(3
.

1 6) 式代入方程又3
.

T) 中经整理得到关于f(a) 的方程

a Z
B

,

f
“

(a )+ (a B
Z 一 ZB

; a ; a Z

)f
产

(a )

+ (a
Z a
子B

, 一 a a ,
B

:
+ B

3

)f(
a )= B

; a “

其中 a ; 二k/ ”
.

设f(a) 为级数形式

(3
.

] 7 )

f(
a )二 乙 b

。 a ”

(3
.

1 8 、

将级数 (3
.

18 )代入方程(3
.

扦 )中得到系数 b
,

卿 二 o
,

1 ,

⋯ )的递推公式

0 (i二 0 , 1 , 2 )

B
‘

6 B
,
+ 3B

:
+ B

。

(3
.

19 a )

L3
.

19 b )

(6 a ;
B

:
+ a 、

B
: 、b

3

ZB z + 4B : + B 。

a ;

[ 2(n 一 1 )B
工
+ B

:

〕b
, _ , 一 a 圣B

,
b
。 _ 2

n (n 一 1 )B ; + n B
:

+ B
。

(3
,

I g c )

(”> 5 、 (3
.

19 d )

现在讨论级数 (3
.

18 、的收敛性
.

由(3
.

19 )式可得

b
。

b
。 _ 2

· ,

〔2(一
1 )。

1
+ 。: 〕

缸一 :B
l

n (n 一 1 )B
,
+ n B

:

+ B
3

从上式易得

如欠
r,tb

, _ z

b
。 _ :

a ,

〔2 (n 一 1 )B
:

+ B
:

〕
n 仁”一 1 )B

,
+ n B

Z
+ B

。 }
a
萝B

”(拄一 1 )B
,
+ nB

Z
+ B 3 (3

,

2 0 )

由、3
.

2 0 )式不难证明

lim
刀

. 一. 0 户

b
。

6
,

一 1
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这个结果表明级数(3
.

18 )的收敛区域为 0《a( t) 成 + co
.

因此

g ;

(a )= e X p (一 a , a ) E b
, a ,

由于
a = a 。

+ 刀(a t)

故

F (了) = g 。

(a
。
+ ” : r )+ e x p 「一 a ,

(a 。+ 口 l r )]

·

乙 b
。弋a 。+ v , : )

,

(r 》 0 ) L3
.

2 1 )

由上面的分析可知
, (只

.

2 1、式对任何
: > 0都 收敛

.

从(3
.

2 1) 式可得到
r 》o时的位移表达式

.

当” ~ ”。
时

,
, 、

f l
“ 二八 Lr , r ) 一L

: ,
十亡, a

{(1 + 。 : )
A

,

(1 + 。 r 、. 〔阴A
Z
+ 1

+ m ln (1 + 。 r )] (3
.

2 2 )

其中

。
, 、

3口
厂 。又r , r ) ~ 补

_ 口 3 a ‘戈i十曰 T )
灿 l r

+ r Z

E [。a 。

(n + 1 )C r
‘r b

, 十 , 一C丁
’a ; v : r b

”

一 b
。

] a 忿(1 + 。 二 )
” e x P [ 一 a , a 。(1 + 。 r )] (3

.

2 3 )

和。 二 ” ,

/ a 。 .

当。< 。 。

时

一“
。

‘一
小{畔

3
+ v ,

(k
,
A

,
+ k ZA

Z
)

C
, r a 。(1 + 。 r ) 〕

。0 5 〔“
2

, n (‘+ 。· , 」

.

「 A
‘

十 { , ’

十
I_ r -

”,

(k
」
A

: 一寿
:
A , )

C
, r a 。

(1 + 。 了) 」
。‘n ok

Z
, n (‘+ 。二 )〕

}
(‘+ 。r )”

!

(3
.

2 4 )

当。 。< v < C
,

时

。
, 、

了「 1
“ = 厂 。Lr , T , 一 嘴l ,

十 乃
L L r 一

b l

口 l月l

r a 。

(1 + 。 )
A

。

(1 + 。r )
. ,

.

「1

十 l ,

十 万
L r 一 L

尹

口 1称2

, r a 。

(1 + 。r )
A

。

(1 + 。r )
“ ,

(3
.

2 5 )

从 (3
.

3) 式可知
, 当r < o时

材三 0

式 (3
.

2 2 )
,

(3
.

2 4 )和(3
.

2 5 )中的常数A
‘

(‘= 1 , 2 ,
⋯

,
6 )由初始条件决定

.

(3
.

2 6 )

四
、

运动边界问题位移的几个特点

我们从(3
.

22 )式
,

(3
.

2 4) 式和(3
.

2 5) 式可以看到
,
位移 由两项组成

.

表面上可以认为
,
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第一项F
。

(: , : 、是由爆炸压力所决定的
,
而另一项则是由边界的运动所决定的

, 即表征边界

运动效应 的
.

这一项依边界的运动速度
。不同而有三种形式

.

由于

口 z 0 0 0) r =
k

1 一 。
/ C

l

所 以
,
各点上由爆炸压力所决定的位移量的衰减速度要高于爆炸压力的衰减速度

.

当。
趋于

C
:

时
,
载荷效应很快会衰减掉

.

而当
。 = 。时

, 二者衰减速度相同
.

当k 二 0即内腔作用恒定载荷时
, 由(3

.

19 )式可知
, 级数(3

.

15) 的非零系数只有一个
, 即

b
3 .

这时再令边界运动速度为零
, 则F

。

(, ,

约为

{坪
“

。
丈一卜赛:

即静力学问题解
.

这说明运动边界问题是静止边界静力学问题的一个自然推广
.

五
、

结 束 语

上述结果表明
,
含运动边界球对称波的激发问题

, 可以利用变量变换

{
r = t一 欠r 一 a 。

、C了
‘

r ,
= r

将偏微分方程转化为常微分方程
, 以获得解析解

.

在形式上 ,
位移由两项所组成

, 即动载荷效应项和边界运动效应项
.

运动边界的弹性动力学问题是固定边界弹性静力学问题的一个自然推广
.

不难证明 , 这

个问题也是固定边界弹性动力学问题的一个自然推广
.

显然 ,
本文的方法只限于内边界作匀速扩展的情况

.
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