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摘 要

本文给出带有初缺陷的弹性国柱壳在阶跃突加扭矩作用下的冲击屈曲摄动分析
,

而且初 缺陷
假设为小量但其形状是任意的

.

研究表明影响临界冲击扭矩和静态临界扭矩的只是具有经典 静力

扭转屈曲模态的那一部分初缺陷大小
.

文中给出了临界冲击扭矩的计算公式
.

关妞词 冲击扭转屈曲 弹性圆柱壳 摄动分析 初缺陷敏感性

一
、

引 言

众所周知
,

对于缺陷敏感结构
,

其初始缺陷的存在使得临界屈曲载荷降低
,

几十年来
,

人们 围绕这一问题进行了大量的研究
,

其中包括静力屈曲和冲击屈曲
.

圆柱壳作为典型的工

程构件和典型的初缺陷敏感结构
,

它在各类载荷作用下的屈 曲研究受到了特别的重视
,

有关

这一问题的较新综述文献可见〔l」
.

一般地来说
,

人们总是假定初始几何缺陷的形状和屈 曲模态相同
,

如文献【2
,

3 J对圆柱

壳扭转屈曲的研究
.

但事实上
,

缺陷的形状总是任意的
,

因此研究任意形状缺陷存在时结构

的屈曲特性更具有实际意义
.

L o c k h a r七等
〔‘, 6 ’
采用摄动方法研究了任意形状初缺陷存在时弹

性圆柱壳受外法向阶跃冲击载荷作用下的冲击屈 曲
,

并指出影响临界冲击载荷下降的只是具

有经典屈曲模态形状的那部分初缺陷
,

这一研究结果的意义在于它说明了在圆柱壳受外压作

用时的屈曲分析中
,

假定初缺陷形状和屈 曲模态相同是可行的
.

本文试 图研究具有任意形状初缺陷的两端固支弹性画柱壳
,

两端受阶跃扭矩作用时的冲

击屈曲
.

动力学控制方程

对于半径为R
,

厚为h
,

长为L
,

密度p 的弹性圆柱壳
,

作用
,

采用D o n n el l非线性大挠度动力方程有
:

p 牙
, , , + 刀 V ‘

牙 + F
,

xx / R ~ S (研十评
,

F )
_

两端受量值为M 的阶跃突加扭矩

(2
.

1 )



王 德 禹 张 善 元 杨 桂 通

六
, ‘F 一

美牙
,

一
“

伪
,

钾
十
哟 (2

.

2 )

这里 : V
Z

砰 =
日2

砰
二

,
,

十
O J 飞 一

a Z

砰
aY Z F

, x x =
产F

aX
Z

。
,

。 ~
、

aZ尸 日ZQ
.

a Z
尸 d Z

Q
_ aZ

P
。
伏

,

叨 = 百戈‘了犷恋十
,

亦
百

丽
‘ 一 z万叉百夕

日Z

Q
aX 日Y

:

上式中E 为弹性模量
, ,
为泊松比

,

D = E h
s

八2 (1 一沪)
.

F (X
,

Y )是应力函数
,

研和评 分别

为壳体的法向位移和初始几何缺陷
,

而且二者并不要求具有相同的形状
,

T 为时间
,

尤和 y

分别是壳体沿轴向和周向的坐标
.

当壳体两端固支时
,

其边界条件可 以写为
:

砰 = 牙
, x = o (X = o 或 L ) (2

.

3 )

一

买
‘“ R F

,

二“Y 一M
,

丁:
“’ F

,

二“Y 一 。 (‘一 0 或 五,
(2

.

4 )

初始条件为
:

班 = 牙
, , = 0

引入如下的无量纲量
:

x = 兀X /L
,

(T = 0 ) (2
.

5 )

梦二Y / R
, 。叨 二评 / h

, 功 = 砰/ h
, t= T 砂(D / p )‘

护“

/ L
“

H = h / R
,
A

“
=

L 4 E
冗 4D R

12 (1 一 v Z

)L 4
M

几= 一 二二六

L, 八

L 3 。

I L 、2

甲
, “一气

一

祝 ,

并取应力函数F (x
,

功的形式为
:

。
, _ _ 、

ML
,

L ZE h
, ,

厂 又x , g ) = 一 万石二恋
一 劣g 十 一 , 二「一J 气x 一g )

‘ l 、 J L J‘

这里切(x
,

功表示初缺陷的形状
,

而
￡
为初缺陷的幅值

,

万丫一H 切 , . ,

二 一H
ZS (。

, e协 + 。
.

5切)

(2
.

6 )

于是经过化简后的上述基本方程为
:

其中

功 , 二 + 幸
‘功+ A之

f
, : .

== H A Z S (w + e切 ,

j) 一几(叨+ 。勿 )
, : ,

。二。
, ,

= 。 (x = o 或 二)

f:
‘

.

,
, 一“。一

J:“
, , , d 。‘ “ (,

。 或 “’

切 二切一 = o (才~ 0 )

,
。

a 2
. 。

0 2

V
乙
二

-

之r + 占于了a义
‘ ’ 二 a夕名

(2
.

7 )

(2
.

8 )

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

(2
.

1 1 )

三
、

经典的静力扭转屈曲

则有
:

(3
.

1 )

(3
.

2 )

功Lx , 夕) = a 一 c o s x e o s Ln 夕一 息, x ) (3
.

3 )

j(劣
, 夕) = b

. e o 。[ n y 一 (k
。

+ 1 )x 〕+ e ”e o s [。, 一 (k
。 一 1)x

〕 (3
.

4 )

这里
,
为周向屈曲波纹数

,
k
。

和 咋有关
,

它反映了屈曲波纹和壳体轴线的夹角
, a 。 ,

6
。

和cft 是

待定常数
.

极易验证
,

(3
.

3)
、

(3
.

4) 式在积分意义下满足边界条件 (2
.

9)
、

(2
.

1 0)
,

将(3
.

3)
、

(3
.

4 )两式代入 (3
.

1 )
、

(3
.

2 )可得
:
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{b
。
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。

+ 1 )x 〕
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H (k
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。
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,
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。
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[ (庵
。 一 1 ) : + 雪n 2 12 + 凡n (寿

。一 1 )a -

一 A
,

(k
ft
一 1 )

Zc .

}e o : [即 一 (k
。 一 1 )幻二 o “

(3
.

6 )

这里我们应用了如下的关系式
:

e o s x e o s (即一k
o x )= e o s [ n 夕一 (k

.

+ 1 )x ] + e o s〔n 夕一 (k
。
一 1 )x ] (3

.

7 )

(3
.

5)
、

(3
.

6) 两式意味着
:

b
,

[ (k
。

+ 1 )
2

+ 雪”么]么+ a ”

H (k
”

+ 1 ): = o (3
.

sa )

一 A
Z

(k
。

+ i )Zb
”

+ {几n (k
。

+ z) + [ (寿
。

+ 1 )
2

+ 雪n Z〕
2

}a ,
= o (3

.

sb)

c 。

〔(庵一 1 )
名

+ 舀n
勺

2 + a o

H (k
, 一 1 )2 = 0

·

(3
.

g a )

一 A Z (k一 1 )
Z e 。

+ {几n (k
。 一 1 ) + [ (k一 1 )

2

+ 占n Z〕2
}

a .
= o (3

.

g b )

于是得到两个分别关于‘
,

b
。

和‘
,

八的齐次线性方程组
,

由(3
.

8) 式的系数行列式为零
,

可

得线性临界静态扭矩为
:

几
。 : [ (k

。

+ 1 )2 + 占n 2

1
“

H A Z (寿
。

+ l)“

n (k
。

+ 1 ) 炸[ (k
。

+ 1 )2 + 占n (3
.

1 0 )

同理由(3
.

9) 可得静态临界扭矩为
:

几
。 : 〔(掩

。
一 1 )名+ 舀”2 ] “

”(k一 1 )

H A
名

(吞一 1 )
3

一 n [ (吞
。 一 i )’+ 雪。“」‘

(3
.

1 1 )

但(3
.

10 )
、

(3
.

1 1) 两式给出的临界扭矩应相等
,
从而得到瓜和

n的关系为
:

[ (k
。
+ 1 )

么
+ 占n Z

〕
2

H A
Z

(k
.

+ 1 )
“

刀(存
.

+ 1 ) 下厌吞
。

+ 1 )2

刃矛乎
_ [ (k一 1 )

2
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2 .

~
_ _ 工 L , 、 一 , .
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~
.

碗丈瓜二西拜如叮
(3

.

1 2 )

这样按照 (3
.

1 0) 式或(3
.

1 1) 式对于每一个
n ,

均可以给出该波纹数下对应的临界扭 矩 几.,

即 :

几
。 ,

= 兄
c 一

(n ,
寿

,

) (3
.

1 3 )

将几
。

对
,
求极小

,

并令此时的
,
为m ,

从而可得所求的线性临界扭矩为
:

几
。 . = 凡

c 。(川
,
k . )

.

(3
.

1 4 )

四
、

摄动方程的建立

现在回过头来研究本文所主要关心的问题
,
即初缺陷量

用下的屈曲问题
.

由于
￡
为小量

,

故可以认为 刀也为小量
,

价 = 1 一几/ 几
。

再令
:

r = 刀矛

。
为小量时圆柱壳在阶跃扭矩作

刀满足
:

(4
.

1 )

(4
.

2 )

然一
受

。。, )。,

几。
二贾

一 J , 孟

(4
.

3 )
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(岑)
一

雳(万)
‘, , , , 一”’

将(4
.

1 )、 (4
.

4 )式代入基本方程 (2
.

7 )、 (2
.

1 1 )

动方程
:

(4
.

4 )

并令刀的各阶系数相等
,

可得如下的各阶摄

sasb6a6b7a仪(4(4(4(4
L ‘, ’(f “

, , 切 ‘” )三万
4
f
“’一H 切伙姿二 o

L ‘2 , (f“
, , 。“’)三平

4二 “ , + A 丫;二二+ 凡
。。 ;二二= 一几

。。‘, ’功 , 。 ,

L ‘”(f
‘2 , , 功‘2 ’) == 一H

么S (切“ ’, 0
.

5, ‘, ’+ 。“ ’。 )

L (2 , (j
‘2? , , ‘么, )= 一几

e e (2 )幼 , : , + H 注
2 5 (功‘” + e “’叨 ,

j“
’)

L “’(j
‘“, , 功‘3 , )= 一万

2

[S (切‘, 少, , ‘2 , ) + e ‘2 , S (口“ ) , 切 ) + e “ ’S (田 ‘2 , , 叨 )」

L ‘, , (j
‘”, , 。 ‘“, )二 一zD 荟备: 一只

。e ‘, , , , , , + 几
。。荟二吝

+ H A 名
fs (功“ ’+ e“ ’叨 ,

f
‘2 , ) + S (。‘2 , + e ‘2 ,叨 ,

f“ , )〕

等等
.

相应的边界条件及初始灸件为
:

。 (‘’

一 ;, 一

J:
‘

f“: d , 一

买
‘

, ;: d。一 。 (/ 一 。 * 二)

(4
.

7 b )

(4
.

8 )

功“ , == 脚冬蟹二 o (“ o )

另一方面对于如下的边值问题
:

L (‘)吸f
, 切)” 0

L (1 ) (j
, 切)二口

: (了)e o ‘[卿一 (几. + 1 )x 〕

(4
.

9 )

r Z , t : 口

‘一‘ ”一J
。 J ’口, ‘分一 J

。

注意到(4
.

lo a ,

b )的左边正是(3
.

1 )
、

有解的条件为
:

f
, , ,

办二 0 (x 二 o 或 二)

(3
.

2) 两式的左边 几为 几 时的情形
,

(4
.

IOa )

(4
.

10 b )

(4
.

IOe )

因此上述边值问题

乌 (二) , 0
(4

.

1 1 )

五
、

摄动方程的求解及临界扭矩

以下为了书写简便
,

记
:

币
。

= e o s x e o s〔
, , 一吞斌丁

甲,
二 e o 吕 [勺 一 (益

一

+ 1 )x l

吵
。

== e o s〔”刀一 (k
, 一 1 )x 〕

如将功 (x ,
夕)表示为如下的级数形式

:

(5
.

la )

(5
.

lb )

(5
.

Ic )

。(x ,
, 卜 兄河J

”

(x , 。)
(5

.

2 )

事实上根据前述分析
,

甲
。

(芳
,

妇是特征函数
,

它是完备的 (见文献〔6〕)
.

将又5
.

2) 式代入一次摄动方程(4
.

5 )
,

并应用条件(4
.

1 1) 有
:

又. 久
。e (‘)琳(k . + 1 ) == o

由于河一般不为零
,
故必有

:

召(! ) 二 0

从而(4
.

5) 式的解为
:

(5
.

3 )

(5
.

4 )
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f
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H
ELk 。 一 1 )

(k 。 一 1 )么
.

1.

2

千如
‘丁

:一 * 。
(5

.

sb )

再将(5
,

4 )
、

(5
.

5 )代入二次摄动方程 (4
.

6 )
,

有
:

t

L “ ’(f
‘“, , 切‘2 , ) = 一H

名S (。‘” , 0
.

5二“ ’)

L ‘2 , (f
‘2 ’, 叨‘2 , ) = 一几

。。‘么,切 , , , + H A
Z
S (。“’,

j“
’)

由(5
.

5 )式知
:

一万
2
5 (。 “ ’, 0

.

5。“’) = 一 4 m 2
H

2 [A 轰”〕
“甲。劝.

汀姓
2 5 (切“

, ,

f
‘, , ) = 一 4 m 2

[月蕊
‘, 〕

“

H A
“

[ a : (1 一掩。 )+ b , (1 + 寿二) ]甲。势二

上式中
:

(5
.

6 a )

(5
.

6 b )

(5
.

7 )

(5
.

8 )

_ _

月妙, 生幼1 _
_

、
.

二

[ (k 。 + 1 )
“

+ 省m 艺

」
“ ’

H (k一 1 )
“

[ (k。 + 1 )2 + 细
2

〕
“ (5

.

9 )

现在在积分意义上将切. 势.
表示为

:

甲。势。 = A Z。 [甲
2。 + 势2 。〕

即A : ,
由下式决定

:

(5
.

10 )

瓜。一

仁
,

加如 , Z O

dx 、 /J:
,

户
叭。 + 标 , 币之。

dx ““
(5

.

1 1 )

对于(5
.

6 a )式应用 (5
.

7 )
、

(5
.

8 )
、

(5
.

10 )以及条件(4
.

1 1 )有
:

e (2 ) = 0

这样可以将f
‘幻 , 。‘2 , 写成如下的形式

:

功‘, , = [姓轰
‘, 〕“〔A百盆甲

: 。 + B羞架劝
2 。 ]

f
‘, , = [A盆

‘’]“〔C玉豁甲
: 。 + D 玉盆价

: 。〕

由(5
.

6 )式即可解出月孺
,

B探
,

C探
,

D 基架
,

这便给出了二次摄动方程的解答
.

将(5
.

4 )
、

(5
.

1 2 )代入三次摄动方程(4
.

7 )
,

并应用条件 (4
.

1 1
.

)
,

可得
:

一 A 孟毛) , ,

一凡
。

J o m (k。 + 1 ) + 几
。
A 轰

‘) m (寿。+ 1 )

+ H A
Z

〔A盆
‘, 」sR

。 = o

这里R ,
由下式来确定

:

(5
.

1 2 )

令

(5
.

1 3 a )

(5
.

1 3 b )

(5
.

14 )

[S (。‘, ’ ,

f
‘“, ) + S (功 ‘2 , ,

f
‘” )〕于。d x d ,

〔月 :
1 )」

3

J{
,

J:
, 。 , 。d x d。

(5
.

1 5 )

户

l
夕

�

几
一

一一仍R

再令 b = 一H A ZR 。
/ 兄

。阴 (吞。 + 1 )
, a = A 二”

,

于是 ( 5
.

1 4 )式化为
:

a , , ,

/ 几
。优 ( k . + 1 ) + 。( 8 ,又。 一 a + ba 3 = o ( 5

.

16 )

当所加阶跃扭矩较小时
,

由( 5
.

16 )式确定的
。 = 。( : )是关于 , 的周期函数

,

也即
。 ( : )、 a , ,

( : )

曲线是闭合的
, 。(约存在最大值

a ln : 二 ,

根据文献〔7] 的思想
,

使得相平面曲线
。 ( : )、a , ,

( : )

闭合
,

即
a o . 二

存在的最大 几即为临界阶跃扭矩
.

将( 5
.

16) 两边乘以a , , ,

并对。从0到
a 积分

,
再令

。 , ,

= 。
,

从而得到a m . 二

存在时
, 凡和 a。。 :

的关系
:



4允 王 德 禹 张 善 元 杨 桂 通

叠
· :

. 二 一

扣一
‘少“二am 二

(5
.

1 7 )
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1 )
、
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3 )有
:
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。
)
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故有
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几

之
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‘

之 、一 3’ 2

一

八
上一顶去

一

)
“m ‘x (5

.

1 9 )X口
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