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摘 婆

本文使用 M yc 二e 刀, 。 B , JI H 单层势函数和柱体扭转单裂纹解
,

将复合材料裂纹柱体扭转的内

边界裂纹问题归结为解一组广义柯西核的混合型的积分方程
,

然后使用奇异积分方程 的 G au s s -

Jac o bi 求积公式
.

建立了数值法
,

并计算了若干数值例子
,

得到了复合材料裂纹柱体扭转的抗扭

刚度及应力强度因子
.

与巳有的文献相比符合得很好
.

关. 词 复合圆柱 内边界裂纹 柯西型积分方程

一 日l 言、 砂 . 口~ 月

对于无裂纹复合柱体扭转及带裂纹柱体的扭转问题
,

许多学者都作了研究
〔‘““’,

但是对

于带裂纹复合材料柱体的扭转问题
,

由于作者接触到的文献有限
,

除文〔4〕在 求 解方法上作

过讨论外
,

还未见这方面的其他报导
.

很明显
,

由于复合材料裂纹柱体的扭转在工程中有一

定应用
,

所以进一步研究这类问题的求解方法及柱体的抗扭刚度
,

不仅有理论意义而且还有

重要的应用价值
.

文〔4] 使用M y Cx e 二 。In B H JI ,
的单层势函数

〔‘’和柱体扭转的单裂纹解
〔6 , ,

将以上 两 种解

叠加作为复合材料裂纹柱体扭转问题的解
,

上述形式的解在材料外边界L0 和裂纹 L
。 ,
上满足

边界条件及在结合体与基体交界处满足联结条件
.

最后问题归结为一组混合型的积分方程
,

它 由一个典型的C a u c hy 型奇异积分方程和二个常规的边界积分方程组成
,

并建立了数值求

解法
.

在此基础上对内裂纹问题使用 G a u ss
一s he b y sh e v 求积公式作了数值计算

,

并对裂

纹与材料界面接触的情形作了奇性分析
,

但未作接触点的应力强度因子计算
.

很明显裂纹与

材料界面接触的内边界裂纹的应力强度因子计算是十分重要的
,
它对于研究复合材料界面联

结强度有指导意义
.

当裂纹未与结合体的交界面接触时
,

即内裂纹情形
,

此时裂纹尖端的奇

性指数为 1/2 ; 当裂纹与交界面接触时
,

裂纹接触端的应力奇性性态 将 发生明显的改变
,

其

指数不再是1 /2
,

因而文〔4〕的G a u ss 一S h eb y sh e v 求积公式不能使用
.

为此本文进一步将上

述间题归为一组广义的柯西型奇异积分方程并使用代数精度很高的G a u 朋
一JaC o hi 求积公式

建立了数值方法
,

编制了计算机程序
,
最后作了数值计算

,

得到了裂纹与材料界面接触点的

应力强度因子
.

可以看出当裂纹与交界面接触时
,

它的应力强度因子将发生明显跳跃
.

此外
,
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本文还验证了文 〔4 〕的部分结果
,

这就从不同的方法
,

相互得到了校核
,

证明方法是成功

的
.

二
、

复合圆柱体扭转的基本关系式

复合裂纹圆柱的横截面如图1所示
.

其中L0 为柱的外边界
,

它是以O为圆心的圆周
.

L
t

为

复合柱的材料分界线
,

它是以O
‘

为圆心的圆周
,

0 01 距离为 又
.

L
。 。
为 由沿刀轴贯通的直线裂纹

(a
,

b) 上下岸组成的闭曲线
.

口
。

为由闭曲线L
。 ,

L ,
及L

。。
围成的复连通 域

,

它 是 复合 柱的基

体
,

其剪切弹性模量为价
,
口

,

由闭曲线L , 围成

的单连通域
,

它是复合柱的结合体
,
其剪切弹

性模量为产
、.

此外假定柱的外边界 L
。

及裂纹表

面L
。。
均无外力作用

,

基体与结合体 的联结牢

固,
无柑对滑动

。

根据柱的S a in t一V e n a n 七扭转理论
t ‘’,

复

合柱体幻
J(]’ = 0 ,

1) 中的位移分量为
““ 一 a 之夕, 口= a Z 戈 , 叨 = a 沪(x

, 夕)

相应的剪应力为

(2
.

1 )

_ _ 二

Z a切 二 、 _ _
_ 二

了如
, _

八
“

‘一 “尸 , 、飞反 一 , ), ” , 一 以升 ,
气而 个涌

)
(2

.

2 )

柱体的抗扭刚度由以下公式计算
:

。 M
刀

二二

一

一

鑫J
。 ,。,

(
一+ , 2 + ·

忽
一。

粤)
““

(2
.

3 )

以上公式中
, a 为柱的扭率

,

M为作用在柱端的扭转
, 函数切(x

,

功为柱的扭曲函 数
,

它是区

域口, 上的平面调和函数
,

满足以下方程
:

_ : _ _ 。
2甲 ,

0
2
中 _

。

V 甲 一飞瓜酉 甲而
f 一 “ ,

x , 岁〔口,
(2

.

4 )

它在L
。

与L
。 。
满是以下边界条件

:

需一
。e o 。(。, 二

卜
, e o 。‘。 , 。)

, X , 。〔L
。

或L一
(2

.

5 )

在L
,

两侧法向导数间断
,

满足以下联结条件
:

,

0(斋);
一 ; !

(瓷
一

)
,
一 ‘。。一 。

1

, 〔C O s ‘
一 ,“一 ‘“。“‘一 y , 」

(2
.

6 )

式中圆括号上的下标了= O,
1是指其中的函数值是对区域日

,
计算的

, n
为L :的外向法线 (指向

口
。

)
.

若在图1中
,

使用 (%
, , , 之) 直角坐标系及 (p

,
0

, z )柱坐标系
,

并使用M y e x e 二。。 : , 二 。

的单层势函数解
〔‘’
和柱体扭转的单裂纹解

〔“’,

则图 1复合裂纹圆柱的扭曲函数可表为两部分

之和
〔‘, :

切(x
, 夕) == 甲, (P

,
0 ) + 切: (劣

, 夕) (2
.

7 )
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其中

甲1 (p
,

8)二卫一f
里2 万‘J

〔In (“+ 户e 一 ‘口) 一In (“+ 户“e )] f(
。)d “ (2

.

8 )

, 2 (二
, 。
卜几

。 。。

‘·, ‘n

二;
d ·+

I
乙: 。1

(· ) , n

命
d ·

(2
.

9 )

一)

式中P为口
。

或口
,

中的内点
, :
为L

。

或L ;上的积分点
. r , ,

为P :
的向径

,

犷。 = 研 而)而刀
恋干而获而万

‘
-

函数f(的为定义于裂纹L
。 。
的未知螺旋位错密度

, g 。

(: )和 g 土(: )为分别定义于L
。

和L : 上的未知

单层势密度函数
,

它们由L0
,

L
,

和L
。 。上的边界条件 (2

.

的及联结条件 (2
.

6) 确定
,

具体见下

节分析
。

三
、

带裂纹复合圆柱的积分方程

将 (2
.

7) 中的函数华(二
,

功代入边界条件 (2
.

5) 及联结条件 (2
.

6)
,

则经过简化运算后

得到图 1扭转问题用于决定未知函数g 。

(s )
, 夕, (: )及j(

。)的积分方程组为
〔‘’:

二g 。

(刀
。
)+ f:

“
、

: ; (刀
。 , , 。

)。
。

(。
。

)、。。+
l:

“二 : 2 (刀
。 , 。,

)。
,

(。: )、。』

J U J U

+

分f:
K 工3

‘”
。 , ·

, “
· ,“一

”,

0 < 刀
。
〔L

。

《 2二 (3
.

1 )

, 。,
(,

: )+
f兰

二、 : ,
(,

, , 。。)。
。
(。

。
)、。

。+

{犷、
, 2
(,

, , 。, )。
王
(。

,
)、。

: 、

J U J U

1 f . ~
,
。

、 , , 、 , , _ .

八

+ 矛J
。
八 2 , L户, , “少了气“’““= ” 几吕‘n p , , 0 < 刀

1
〔L

,

( 2二 (3
.

2 )

语

f{
二 二 : , (。

, 。。)。
。
(,

。
)。。

。
+
f了

“
二

3 。

(, , 。史)。
;
(。

:
)、。

,

J U J U

1 r
十一 ,

兀 J

吞
f(

u )
a 份一P

一
d “ = 一 p p 〔L

。 。 (3
.

3 )

式中
, = (拜

。一 拼,

)/ (拼
。+ “1

)
,

各积分核为
:

K
1 1

(刀
。 , 刀。),

K
1 2

(刀
。, 刀;

) =

K
, 3 (刀

。, 。)二

K
Z , (夕

: , 刀。) =

K
: :

(刀
, , 亏1

)=

K
: 3 (口

: , 。) =

一 1 / 2

r〔久c 0 s刀
。

+ r c o s (刀
; 一刀

。

)一 R ]

分件流
2

千尸干
一

2几(, 石6忌亏丁二灭乙6云刀石百二妞F己6感而
1
一

二刀
。

)

u s in 刀
。

一 。2
+ 俨平2R

。
面动

。
-

、R 〔几e o s刀
, 一R e o s (, 。一刀

, ) + r〕

护+ r Z + R
Z

+ 2久(r e o s刀
, 一 R e o s冲。)一 ZR r e o 吕(冲

。一口
:

)

x / 2

二
以s in 刀

;

+ 。s in 刀
,

)

沪千户千丸坏掀屏的co
:瓦干豆云万

一

、

K
3 : (p

,
刀
。

) =
R

Z s in 冲。

一 R , + p , + 2左万而而i
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K 。么(P
, 勺: )二

以上积分方程组 (3
.

1)

件) :

一 r艺s in 专

几
2
+ r Z + 户2

+ 2户(几+ r e o s专: )+ Zr元e o s刀:

、 (3
.

3 ) 还应满足以下定解条件 (复连通域的 位 移 单 值性条

Jf(
u )d “= 0 (3

.

4 )

方程组 (3
.

1) ‘ (3
.

4) 即为所求的图 1 带裂纹复合圆柱的积分方程
,

它是一组混合型

的方程
,

其中 (3
.

1) 、 (3
.

2 ) 是关于夕
。

(叮。)和 夕:

(刀: )的F r e d h o l斑积分方程
,

而 (3
.

3 ) 是

关于未知函数f(们的C a u c h y型奇异积分方程
.

解这个方程组
,
就可求出未知 函 数 g 。(s) ,

夕: (s )和 f(
。)

,

再回代(2
.

7 )
,

即得柱的扭 曲函数甲(x
, , )

,

再通过 (2
.

3 ) 和 (2
.

2 ) 便可求出

柱的抗扭刚度及应力
.

于 是问题就得到解决
.

四
、

复合柱体的抗扭刚度及裂纹端点的应力强度因子

由公式(2
.

3)
,

考虑到(2
.

7) 中切(x
,

功的甲
;

(p
,

0) 在L
a ,
上有间断

,

把裂纹边界L
。。
看成外

边界的一部分
,

并利用格林公式
,

则柱的抗扭刚度可表为 ,

”一

睿几
,

(xz + 户‘+ 、

几
。

(愕
一。

祭
一

冲
十·

孔
:

(愣
a卯

一 , 一

而
~)

d“

一

鑫抵
一 ; !

手

。向。一 ; 。

伪
二

。州 。一

币
r

。州。一
手

,

。州 ,
、

、 J 石 a
、

了 乙 1
.

夕 J J o 5 I

,

P甲d P

L. i

、4
.

1 )

式中围线积分均按图 1 所示
.

由于在边界L
。

上
, p = R ~ c o n s t

,

因此

手
: 。p , “。一 0

在裂纹L
。 , 上

,

由于华 = 甲J
十外

,

而职
2在L

。 。上连续
,

所 以有

手
: 。

洲
。一

f:
(一

。
2

), (
·)、·

于是(4
.

1) 可化为

。一
交f

_ 。, p Z、。+ , , 。

f
’ (。

2一。2 )l(
“)、。一 (。、一 。

。

)币
r

。* 、p

二- 忿 J 洛甘夕 J 公
.

J 儿皿
,
J = U

(4
.

2 )

再将 (2
.

7) 中切(x
,

功的具体表达式代入
,

最后得到柱的抗扭刚度刀由下式计算
:

D 二
二“。R

4 . 二(“; 一 “。)r
Z

(2几2+

—只一 丁 气~
一

- - - - 一

—
-

一奋了一
-

-

一
- - -

乙 乙

r
” + 。。

I(。
, 一 b

’

)f(
u )d u

彩竺裂
丛卫鑫J:

K 了(·), (·)d ·十纽嗜业立!;
“K 二 (。

。

)。。(。
。

)d o o

+ (,‘。一 , ! 1) , :

硕了
K 。:

(, 1 )。
足

(, 】)d o l

(4
.

3 )
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式中

K , (·)一

J;
“ a r 。‘g

萍恶豁汗
又S‘n 刀

ld刀
1

K 。。(。
。

卜J;
“ ‘n 、R

’

+ ·2

+ “2 + 2“(·C O s”
1 一 R CO s。。, 一 ZR 犷C 。”‘。

。一”
!

, ‘s‘n “
l

d “
1

K 。!

(:
,

卜f亨
‘n

(
2 ·。‘n

户奋鱼 {)
s‘n ,

l
d ,

王

对于裂纹不与材料界面接触的内裂纹端点的应力强度因子为
t‘’:

K (a ) = a拼。

lim 斌瓦厂万了(户) (4
.

4 )

K (b )“ 一邵
。
h 奥澎厄丽二户y f(P)
p 叶 b

(4
.

5 )

式中a为扭率
.

若裂纹与材料界面接触
,

则接触端的应力强度需要 另行分析
,

这在下节进行
,

五
、

裂纹与材料界面接触端的广义应力强度因子

若在图 1 中取如下参数
: 几= ; , 。= 。时

,

则裂纹端点
。
便与材料界面五

,
接触

,

此时
“ , p 〔

L
o b
都可以同时趋于零

,

因此方程 (3
.

2)
、

(3
.

3) 中的积分核可出现新的奇性
,

因而裂 纹接触

端函数f(幼的奇性指数发生变 化
,

此变化可使用此函数满足的奇异积分方程 的 主 部分析决

定
.

积分方程组 (3
.

1 )、(3
.

3 )的主部由(3
.

3 )和 (3
.

2 )得
:

〕f
兀 J

b
f (。)

o 斗一 P

_

r Z兀
, , _ ’ 二 ‘

_
_

_ _

口 u + !
_

八 育
2 (P , 刁x )g r(专

:
)d 厅

工
~ Q (P )

, “ , P〔乙a 。

J 0

(5
.

1 )

1 rb , , _ ,

。

委
,

夕r(刀, ) = 一牙刁
。
八 丁3‘p

, u )J ‘u , d u (5
.

2 )

Q(p )为关于p的连续函数
,

式中

K
3 2书 (p

, 刀1
)=

r Zs in 叮
:

p Z

+ 2 r 2
( 1+ C o s刀,

)+ Zp r (〕+ c o “刀,
)

(5
.

3 )

。
_ , 。 、 、 (r + u )s in刀

,

八 ; 3 叹p , “ ) = 。“

千乎口不厄石动
;

)初
u : (百d百刀

1

干1 ) (5
.

4 )

把 (5
.

2) 代入 (5
.

1)
,

得嵘联于f (。)的主部方程为
:

1 rb 「 1
.

托 〕
, , 、 ,

八
。 ,

刘
。

L瓜二万十不千万jJ‘
u ’““‘ 叼’ Lp ’ (5

.

5 )

式中Q气p )为有界函数
.

再使用奇异积分方程的解析理论
‘”’,

可知函数f (
。)可表为

:

f(
u ) =

f
爷(“)

“”苦(b一 u )
a 爷

其中奇性指数a . 和少由以下特征方程决定
￡‘, :

e tg a 补二 = o , e o s少二+ 、= o

由此得
:

a 爷 = 1/ 2

(5
.

6 )

。 二

1
_ _ _

1
_ _ ‘

1
.

_ _ _ _ _

口, = 一 a r C O S ( 1 一 只 )二 一 (汀 一 a r C C O S 衬 ) = J
.

一一 a r c C U 吕挑

兀 兀 汀
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一卜专
a r C o “

(公黯)
因此接触端 a 的广义应力强度因子可按以下定义计算

:

K (a
) == a “。lim 〔2(u 一 a )〕夕

赞

f(
u )

P一 口

K (b ) = 一 a“。lim [2 (b 一 “)]
一 ‘

f(
u )

p , b

(5
.

7)

(5
.

8 )

六
、

积分方程组的标准化及数值法

弓l入以下无量纲变数(二
,

约及新函数
:

。一 (c : + 、)R
, , 一 (。奸、) , 。一

份
,

d -

乙 r t

b + a

2R

及

、

!
“

!
少

!
了(

: ) = f(
“)/ R , 口

。t月
。

) = 9 0

(刀
。

)/ R , 夕
。
t , 。)= g 。

(粉
。

)/ R

口: (口
;

)二夕
,

(夕
,

)/ R , 夕
,

(叮: ) = s ; (叮
,

)/ R

,
, 。 、

b一 a , ,
,
。 _

人 ‘3又户。, r ) =
一

2一八
, s
吃卢

。, “), 尤 2 3
〔卢

, ‘
, =

b一 a

K
2 3
(刀

, , u )

刃 : ; (刀
。 , 粉。) = K

, 、(刀
。 , 叮。)

,

刃
、:

(口
。 , 叮、)= K , :

(刀
。 , 刀, )

叉 : : (刀
: , , 。

) = K Z ,

(刀
, , 。。) , 了

: 2(刀
, , 。, )二 K

: :

(刀
, , 冲,

)

叉: ; (雪
,
刁
。

) = K
s: (p

, 粉。) , 叉
s:

(乙
, 叮、)= K

3 2(p , , ,

)

于是原积分方程组(3
.

1) 、 (3
.

4) 成为标准形式
:

(6
.

1 )

二,
。

(,
。

) +

井
“‘ ! 1 (刀

。 , 。。),
。

(。
。

)d 。
。

+

J:“
, 2

(,
。 , 。, ) ,

:

(。; )d。:

+
户f{

1 ‘1 3

(“
。 , · , , (

· )d ‘一 ”
, 。( ”

。
〔L 。
‘2 兀

二 ,
1

(,
1

)+

尤
”‘

2 1

(刀
1 , 。。) ,

。

(。。)d 。
。
+

{犷
‘名: (,

! ,
。! ),

正

(。! )d。
!

+

真{!
,

凡
:

(、
; , ·), (

·)击 一

嘿咀
一 。< “

1

“
t
《 2二

f:
“ ‘

3 , (:
, 。。),

。

(, 。

)d 。。+

J;“
3么〔“, 。1

, “! (“! ,““1

+

款
;

喂
“

一
馆一“

,

丁扭
· , * 一 O

(6
.

2 )

(6
.

4 )

(6
.

5 )

以上复合裂纹柱扭转问题的积分方程(6
.

2) 、 (6
.

5) 在一般情况下要获得 解 析 解 是困难

的
,

所以只能利用近似的数值解法
,

以下简要说明本文的数值法
.

方程组(6
.

2) 、(6
.

5) 中的函数了(约具有以下形式
:

了(
: )二 F (: )(1 + , )声(z一 : )

。

(6
.

6 )

其中当裂纹不与L :
接触时 (内裂纹)

,

则a = 刀= 一 1邝
,
当裂纹与L :

接触时 (内边界裂纹),

则



内边界裂纹复合圈柱的 S ai nt 一V 。。a nt 扭转

a ~ 一 1 / 2 ,
刀= 一口

价

因此在(6
.

2) 、 (6
.

幼方程中关于函数了(
: )的积分

,

可使用以下 G a u “
、Jac o bi 求积公式近

似
‘。’:

G (:
, : 、(卜

r )
“

(] + : )尹d : ~ E 。 , G (x
, 二。) (6

.

7 )

1一r,飞
」

其中
r , 是J a c o bi 多项式尸产

’“’(: 、的零点
:

P声
a ’声, 〔: )二 o (k 二

’ , 2
,

⋯
,

N ) (6
.

: )

而切
,
为求积公式的权

:

(ZN + a + 刀+ 2 、厂 (N + a + 1 )厂(N + 刀+ 1 )2
. + 夕

=
, 一

石八
、 , 、 r ,

一
。 . , 、 。 , 、 r

一
,

,
一

几
一、

需石
, 、

)
一

_

几
一

刁 一石二
一

二不
一

三
一

刃
又1v 十 l 少! L州 十 a 十 P十 1 )I 气月 十 “十 P十习厂万丫

1 『
‘

LT 介J一了了 厂万
’ 『 ‘

LT . ,

“ T

(6
.

9 )
关于圆周L

。

及L :的下型积分

尤
‘
H 弋X

,
”’“(”)J“

(6
.

10 )

可使用复化Si m p的n 求积公式进行近似
.

若将 [o
,
2司线段分为N

,

段
,
其第 j段 L ,

(j 二。
,
1 ,

⋯ , N 一 1 )的起点
、

中点和末点分别记为j, j+ 1/2 及 j+ 1
.

则以 上形式的积分可近 似地表

为
:

N i一 1
_ ‘

丁犷H (一 : , “(”, “”一

只{会
「H (一”, , + ‘H (一“,

一)

+ H (x
, 。, 一 , “。(: ,一 / :

,

} (6
.

1 ] )

利用以上求积公式(6
.

7) 和 (6
.

1 1)
,

则沛
.

2) ~ (6
.

5) 可近似地化为以下代数方程组
:

N l ~ 1

{ r二。‘, 一。22〕,
。

(刀
。,

I
J八 )} + 艺 丁粤[笼

, 2

(刀
。‘、: / ; , 。, , )

一 、 V
J 出 .

+ “
1 2

(刀
。·十卫/ : , 。1 , 一/ :

) + ‘ 1 2 (,
。‘ } ! 、2 , 。, , ·, )」,

1

(。
1 了二 ! / 2

、

}

1 ~
,
。 、

一
,

+ 万叨,
’

五 : 3
(户

。 ‘十 , z : , r j )户 又r , ) , 。 戈”
。, 1 , ”

’
, Iv ,

一 土) (6
.

1 2 )

h
,

,
‘

万
一

L人 : 2 tP
通‘* , / : ,

U

相只Nl-1

刀。, )+ 4了
: , (刀

, ‘* , / : , 刀。 , + 12 :

)+ 了 : : (刀
, ‘+ , 2 2 , 刀。 , + , )〕

、

勺
。r

‘

歹
。

(“
。 ‘一‘:

’少+ 恕iL

,

、
,

: _ , 、

、
.

1 六
打伪 ‘+ 了“

] g
, L刀, , “‘, )少+ 万户 叨‘

J = l

·

K : a(夕
: ‘+ : , 、, ; , )F (, *)二

: ‘久s in刀
, : , z :

左
‘ (‘一Q ,

1
,

⋯ ,
N

: 一 1 ) (6
.

j3)

r h
,

,
, ‘ 、

二 。
, ‘ 、 .

,
1万 L入 。)戈“

, 刀。j) + 4 入 , 一又互‘, 叮。了
。 : z ? )+ 五

, 1气“ , 刀。 少
二 i ) J

、 U

尔艺河N
,日,
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、

瞥‘

歹
。

‘“。“二‘,

,全十总{
h

,

,
, 。 、 . ,

,
, 。 、 .

,

了 L五 : Z L“ , 刀1 , ) + 4 几 : : L“
, 叮1 , + i , 2 ) + 八

3 2又“ ,
勺x , + 1 , : ) 」

V

·

,
、

(。1 , 十1 , 2

)

}
+

1 咨
-

一 2
,

功夕

兀
厂

1 ~
,

二
一 - -

不一厂 汀夕) = 一 c“ 一以 t , = 1 , Z ,
⋯

, IV 一 1 )
‘
了一 5 ‘

E , ,
·

F (: , )二 o

J . 1

(6
.

1 4 )

(6
.

15 )

以上公式中
r ,
和条为以下J a c o hi 多项式的零点

:

p 寿
a ’声, (: , ) = o (j= 1 , 2 , ⋯ , N )

p忆
, ,

夕
‘ , , (条)一 0 (‘一 ‘, 2 , ⋯ , N 一‘)

以上方程组 (6
.

12 ) 、 (6
.

2 5 ) 中
,

有N ,
个未知数夕

。

(刀
。 , 十 , , 2

)
,

N :

个未知数夕
;

(刀; , 十 : z ,

)

及N 个未知数尸(: , ) ,
一共有ZN

,

+ N 个未知数
.

它与方程的数目相同
,

故代 数方程组封闭

可解
.

在解得各未知数后
,

即可近似拟合未知函数歹
。

(叮
。

)
,

歹; (叮, )和 F (r ) ; 回 代 (5
.

1) 后

即得原来的各未知函数g0 (叭 ) , gl (从 )及 j(
“), 再代入(2

·

7)
,

则图 1问题的扭曲函 数城x,

妇 求出
.

子是 由 (2
.

2) 及 (2
.

3) 即可求出柱的剪应力及抗扭刚度
,

裂纹端点的应力强度因

子可 由(4
.

4) 、 (4
.

5 )或(5
.

7) 计算
,

至此问题获得解决
.

七
、

数 值 例 子

为了说明本文方法的应用
,
本节根据前面所介绍的数值解法

,

编制了程序
,

并在计算机

(D PSS ) 上求解了一些数值例子
,

下面列出这些数值结果
· 、,

例 1 拼。二拌
;

时均质内裂纹圆柱的扭转

因为复合裂纹柱扭转的解答还未见其它文献
,

故为了验证本文结果的可靠性
,

取脚/ 群
;

个

1 ,

此时复合裂纹柱退化为单裂纹匀质柱
,

而单根内裂纹匀质柱体的结果已由文〔4] 获得
,

表

1表示复合裂纹柱退化为均质柱时柱的无量纲抗扭刚度D , = D / D
。

(D
。
二 二丙R 勺2 )及无量纲应

力强度因子K 肠(a ) , K (a )/ K
。,

K 爷〔b ) = K (b)/ K
。

(K
。
二拼

。

M R 双 (6 一。)/ 2 / D
。

)与文 [ 4〕结

果的比较
.

衰 1 内裂纹时无t 纲杭扭刚度D 井

及应力强度因子K
廿
(。)

,

K
谷
(b )与文〔4 ]结果的比较

,

(a + b )/ ZR = 0
.

3 , 拌。二拼i

少一

⋯
些二旦
2R

K 苦
(
a
) K

苦
(b)

本文

0
.

9981

0
.

99 22

O刀台08

0
.

961 2

文 [ 4 ]

0
.

9 9 82

0
.

992 2

O二始08

0
.

9 612

本 文

0
.

2弓18

0
.

2 07 0

0
.

1 66 0

0
.

1 2 95

文[4 ]

0 2弓2 2

0
.

2 087

0
.

1603

0
.

1 350

0
.

3 5 19

0
.

4 081

0
.

4 703

0
.

54 27

文 [4〕

0
.

3525

0
.

4 1 14

0
.

4 7 93

0
.

5651

,占咋山3
月“

,

;
.

介Un臼nU介助

例2 拼。笋拜;
时复合材料内裂纹圆柱的扭转

.

对于图 1 所示的含内裂纹的复合柱体
,

本例计算时取材料常数比为
、二内/从

,
复合裂纹
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柱的无量纲几何参数为

d 几

万 = 左
一

二
Ze Zr

开二万 = 0
.

5 (
。 - b 一 a

2
d =

b + a

2 )
柱的无量纲抗扭刚度D ‘ ~ D /D

。

(D 。= 0
.

5丙二R
‘

)及裂纹端点 (a
,

b) 的无量纲应力强度因子

K 权。、~ K (a )/ K
。,

K 权b ) = K (b )/ K
。

(K
。
= “M R 创 (b 一 。丫刁D

。

)的数值结果列于表2
.

裹 2 内裂软时无份纲抗扭刚度刀
特

及无且纲应力强度因子K
圣
(a)

,

K气b) 随只二脚/ 拼, 的变化

X 0
.

1 2
.

0 5
.

0

D .

K
.
(
a
)

K
荟
(b)

1
.

043 0

0
.

44 9 1

0 69 7 2

卜一生1
- 一

卜二竺
一
一

-

⋯
一一二l竺-

,

一}
⋯

”
·

9 876 }
“

·

9 7 7 1
)

“
·

9 6 5 8 1
}

“
·

4 2 18 】
“

·

4 1 2 3 }
“

·

4 0 13
1

} 0
·

67 7 9 } 0
·

6 7 1 3 } 0
·

6 6 3 5 _ l

0
.

944 5

0
.

3 7 9 2

0
.

6 4 92

0
.

9 2 2 3

0
.

3 5 5 5

0
.

6 3 1 1

例3 r/ R , c

/R
,
刀R , 二

为常数
, d = (b 十 。)/2 变化时

,
柱的抗扭刚度 D 爷 、

应 力 强度

因子K 气a ,
b) 随裂纹位置逐渐向材料界面L ,

渐近的数值结果列于表 3
.

表 3 裂纹与材料界面L l

越策班近
,

井与L i接触时柱的抗扭刚度及应力强度因子随d / R 的变化
(r/ R = e / R = 0

.

3
,

久/ R = 0
.

5
,

群。/拼1= 2
.

0 )

一

d / R

D 釜

K
.
(
a
)

K
签
(b )

0
.

6 0
.

4 0
.

2 0
.

1 (裂纹
a
端与L l

接触 )

0
.

89 1 5

0
.

4 9 2 5

0
.

88 2 1

0
.

93 5 7

0
.

23 3 2

0
.

5 5 9 0

0
.

9 574

0
.

0 1 504

0
.

3 2 4 3

0
.

961 1

0
.

082 03

0
.

2 043

}

由表3可见
,

当裂纹端点与L
l

接触时
,

该点的应力强度因子有明显突变
,

这是由于 接触

时该点的应力奇性发生了质的变化
.

例4 裂纹端点
a 在原点

,

取裂纹半长 c/ R 和裂纹位置d / R 及
、不变

,

结合体半径 和 位置

(参纷/ R
,

刀R ) 发生改变时的无量纲抗扭刚度刀
肠
和无量纲应力强度因子K 气 a , b) 的数值

结果 (e
/ R = d / R 二 0

.

3 , 拼。/ 拼
; = 2

.

0 ) ylJ 于表4
.

表 4 裂纹与界面L l接触时柱的无 , 纲抗扭刚度刀
荟

及无经纲应力强度因子K气a)
.

K
签
(b )随今教久/ R = r / R 的变化 (e / R 二d/ R = 0

.

5
, 、 = “0

/“, = 2
.

0 )

些竺一
~

卜一二三一一{
D 甘

{ 0
·

9 805 1
K 肠 (a ) { 0

·

1 00 0 {
户(b ) } 0

·

4 73 4 1

0
.

2 0
.

3 0
.

4

0
.

9 789

0 084 20

0
.

4 6 6 5

0
.

9 6 8 7

0
.

06 4 8

0
.

4 4 98

0
.

9 3 7 1

0
.

0 4 04

0
.

4 2 2 2

[ 1 ]

[ 2 ]

[ 3 ]
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