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摘 要

本文通过构造广义惯性势
,

建立起非完整系统相对于非惯性系的新型 G a好 s 型变分原理
.

提

出并证明了非完整系统相对于非惯性系的N oe th e r 定理和逆定理
.

最后举例说明其应用
.

关翻询 广义势 非惯性参照系 非完整非有势系统 G a娜 s 型变分原理 N o o the r 定 理

N o e the r逆定理

一
、

引 言

19 1 8年
,

N oe th e r 概括了力学研究中潜在的不变性
、

对称性规律
,

得到了著名的 N O e
-

七h e r定理
【‘’.

N o et h er 的工作
,

对数学
、

物理学
、

力学启发了许多有意义 的工作
,

不仅研

究场 论的物理学家很自然地把这种 思想 引进经典力学
￡2 “、 电动力学

、

引力场
‘’〕
和量子场论“’,

在量子力学
、

统计物理学和粒子物理中也找到了对称性 得到了相应的守恒律
.

随着人们认

识的不断深入
,

N o e 七h e r 定理的推广研究 越 来 越受 到重 视
,

并得到了不 少 有 价 值 的 结

果
〔‘一 ‘4 ’.

本文通过构造广义惯性势
,

进一步研究非完整系统相对于非惯性系的 N o et h er 定

理和逆定理
,

从而揭示了非完整系统相对于非惯性系守恒量和对称性之间的潜在关系
,

文末

举例说明其应用
.

本文的结果比文献〔1 3」优越
,

二
、

非完整系统相对于非惯性系的新型Ga us s原理

考虑由
n
个质点构成的力学系统相对干非惯性系运动

.

设非惯性系相对于 某 惯性坐标系

的平动加速度为a 。 ,
角速度为。及角加速度为必

.

第 i个质点质量为瓶
,

相对于非惯性系的位

矢 r 享
.

若加在系统上的约束是G u a s 。意义下的理想约束
,

即

艺 R ‘
·

汾 : = 0

则系统在非惯性系中的 G u a朋型变分原理可写为

E (F ‘+ F
。‘+ F

。‘一m . r J)
·

占于; 二 o (2
.

1)

.

刘慈群推荐
.
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其中F ‘,
F

c . ,
F

。 ,
分别为m t

所受的主动力
,

科里奥利力和牵连惯性力
,

且

F
e . 二 一 Zo . o x 于二

,
F

e . 二 一m :〔a 。+ 山 x r ; + 。 x (o x r : )〕

若系统相对于非惯性系的位形由广义坐标 q 。

(a = 1 ,
⋯

, 。)确定
,

则

相对位矢为
r ; == r 二(口

。 , t )

相对加速度为

一

鑫(鑫蒜
。
·

空, +

箫
‘
·

)
+

鑫箫
, , +

争
引入G a u 朋意义下的变分氏

氏r= o ,
乃

Zr ; = o ,
d

:
户; = o ,

占: 护; 今 。
,

d
z
护; 斗 。

,
⋯

”2 , 卜户豁
“2 ,

·

(2
.

2 )

把 (2
.

2 )代入(2
.

1 )式
,

得

E (F ‘+ F
。‘+ F

e ‘一 m ‘护; )
·

鑫釜
’

‘2’
‘
一。

(2
.

3 )

方程(2
.

3) 称为力学系统相对于非惯性系的G u as s原理
t“ ’

现在给出定义
.

定义 若任意力F ‘和函数犷= 犷(r ;
,
矛;

,

t) 之间满足

一 O犷
.

d o犷
r ‘= 一 万二一十 一, 了

~ 一

叹三一
U 不 0 不 U r 求

其中

0 O
a可 =

、

万

O 0

石子丁=
一

而丁

‘+
一

命
, +

一

聂
“

‘+

命
, +

命
“

则称F ‘
为有势力

,

而把犷称为F ‘
的广义势函数

.

对于非完整非有势系统
,

我们把作用在系统上的主动力F 分为有势力F : 和非有势力F 了

两部分
,

相对于非惯性系有

几一尸‘+ F:’一黔
+

令 器
+ F:’ (2

.

4 )

其中犷是系统的广义势函数
.

而对于两种惯性力
,

能够证明“ ‘’

,
.

” a犷
,

.

d e犷
,

与十与’ 一
‘

积
一

十习了 石砚
一 (2

.

5 )

, .IJ..‘,.

r
其中

犷一
户l

, . 。。

一

合
, ‘(。 x r : )

2 一 。‘(。 x r : )
·

把(2一 )
、

(2
.

5 )式代入(2
.

3 )式得
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d
一

dt
+

d一dt+于(_

里
_

招 、 己r ; 筹
+ 尸卜黔

己犷
,

0于:

一
, : )户箭公

“2。一 (2
.

6)

护‘a

睁
、

如
之

,‘
�

口
r
J

q
气O�d

利用
ar

,

aO
J

O于: _ d
=

口

石工一
-

和一百三

U 璧‘ U 多

将 (2
.

6) 式化简
,

得到

军!
- aT

.

aT
.

d
石 三 十仁歹二一 十 一石
U q 口 U q 。 口丁

己(犷+ 厂
,

) 0 (厂+ 犷
,

)
己空

。
Oq

。

+ Q
·

〕
‘之。一 。

孟‘

d
一

d

(2
.

7 )

式 O
。
“ E F :’.

o r ;
Oq - 为系统所受的广义力

, T
一

户枷
, ‘

’

“系“的动”
·

如果用L
,

表示力学系统相对运动的L a g ra n g e 函数

L
,
== T 一 V 一犷

,

则 (2
,

7) 式可写为
-

粼
一

令瓮
+

瓮
+ 马
恤

一 0

( 2
.

8 )

( 2
.

8) 式即非有势力学系统相对于非惯性系在广义坐标下的G a u 朋原理
.

设系统受有g 个一阶非线性非完整理想约束

切, ( t
, 口. ,

空
. ,

女
。

) “ 0 ( P = ]
一

,

⋯
, g , a “ 1 ,

⋯
, s )

则有“ 。’

鑫箫、
。
一 “

( 2
.

9 )

则我们可 以进一步得到

么 1 d oL
, .

oL
,

)
,

吸一 一 石
~

不几
一

十 ‘
_

‘

二
、 a 1 O q

a O g a

+ 口
。

+ 犷 还
,

共

渭
一

。

6甲p

)
、

戊“一 。
( 2

.

10 )

式中朴为L a g r a n g e乘子
.

方程(2
.

10 )式称为非完整非有势系统相对于非惯性系的新型 G a u “原理
.

三
、

Oa us s型非等时变分和无穷小变换

对任何形式的标量
、

矢 量和张量
,

非等时变分△和等时变分占之间存在以下关系
〔‘7 ’

△(一 )二 d ( . ) + ( ‘ )△t ( 3
.

1 )

将 (3
.

1) 式应用于广义坐标和广义加速度
,

有
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八g o d g + 空△f

A q == d q + 寸△t

将(3
.

2) 式两端对时间求二阶导数

(八Q)
’ ‘

= (d g )” + 互A t+ 2女(At )
‘

+ 全(么t)
‘ ’

应用H 6 ld e r定义
,

将等时变分采用变换关系

(3
.

2 )

(3
.

3 )

3
.

4)

d空
d

一二j了 气O q )
口 子

则 (3
.

4) 式可写为

(么g )
’ ‘

= d (璧)+ 2壁(么t )
’

+ 空(么f)”

现在定义G a u ss 非等时变分△
: q , (△

Z

t)
’ ‘

,

(△。q)
”它们满足

么: 口= 0 ,
A Zt = o ,

(A : q )
‘

= o ,
’

(△Z t)
’

= 0

根据(3
.

3 )
、

(5
.

4 )
、

(3
.

5 )式并考虑到(3
.

6 )式
,

有

么
:

女二占: q

(3
.

5 )

(3
.

6 )

(△: g )” == 6 a壁+ q (A : t)“

△: 璧= (△: 口)
’ ‘

一空(△
: t)”

我们将无穷小量 (△边 )
’ ‘

和 (纵t)
‘ ’

作为

和时间的无穷小变换生成函数

(A Zq )
‘ ’

二 ￡F
。

(t
, q 。 ,

空
。

)

(△
Zt)

’ ‘

== 。
f
。

(t
, g 。 ,

空
。

)

根据(3
.

7 )、 (3
.

9 )式得

(3
.

7 )

(3
.

8 )

(3
.

9 )

G a u s s 无穷小变换的构成元素
,

引 进 下 列空间

(“一 ‘
, ”” “,

} (3
.

10 )

占
:

壁
。
== e [ F

。

(t
, g 。 ,

空
。

)一空
。

f
。(t

, g
。 ,

空
。

)」

由(3
.

1 1) 和 (2
.

9) 式知
,

生成函数必须满足

(3
.

1 1 )

鑫
一

黔
尸一“af0 , 一 “

(3
.

12 )

四
、

非完整系统相对于非惯性系的N oe th er 定理

把(3
.

1 1 )式代入 (2
.

10 )式
,
整理后得

·

{鑫Qa( Fa 一
qaf

。

) +

鑫瓮Fa+ 鑫会
式

一

(争
+

鑫釜缈鑫瓮
,
·

),0

+
(争)f0

一

鑫瓮
。
·

份含汇
aL

,

石命
‘Fa

一 ,
·

r
。)

〕}
一。

(4
.

1 )

(4
.

功式加上并减去一个规范函如户(t
,
g

。 ,

空
。

)并用到
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eL
, .

么 己L
, .

= 一花石
-

十 之
曰 石丁一 q

U ‘

示万
u 甘 a

口

+

鑫瓮
。

.

么 OL
,

一 “aJ
。, 十么

~

而万
F

。
十 乙

6L
,

*
,

二犷: - -
-

尹 ,

d q
a

L�山沪d一八

Q

·

乙叫rZt
e

则有

+
(
: , 一

之瓮
。
·

)‘
。+

鲁
‘
。

一 , 一氛鑫釜Fa + (L , 一艺翻
‘
。一尸

」}
一。

由 (4
.

2 )和 ( 3
.

12) 式
,

我们可以证朋如下定理
:

定理 1 如果生成函数F a ,

九和规范函数尸满足

e甲, 。

。
尸只几 - I J ,

o q a -

。

( *
, q 。 ,

q
。

) 一空
。

f
。

( t
, q 。 ,

夕
。

)〕= o ( P ~ 1
,
⋯

, g ) ( 4
.

3 )

,

名�

甲 共全竺 F

才写 o q a

OL
f

OL ,

+ 犷共冬
全

二下 U 女“

*
.

,
r

么 aL
,

二 。
十 妙一六瓦

、 ,
,

况
, ,

. J 。
十一不; 一

f n

,
一

O丁

+ E Q
。

(F
。

一空
。

f。) 一P ( t
, g 。 ,

夕
。

) 二 o
(4

.

4 )

则非线性非完整非有势系统相对于非惯性参考系的运动存在守恒量
,

,

F
。
+
(
L

,

一

立:乱
空
·

)‘
。一 p ( ‘

, Q一“
·

’一 C 。““‘
( 4

.

5 )
祛时

·

乙祠

我们把 ( 4
.

3 )
、

(4
.

4) 式称为非惯性系的 N O et h “r 定理
.

对于一般的非完整 非 有势系统可以

通过寻找满足N o et h e r等式的
: + 2个函数

F
。

二 F 。

( t
, g

。 ,

夕
。

)
,

f
。
= f

。

( t
, Q

。 ,

空
。

)
,

P = P ( t
, g

。 ,

夕
。

)

来得到非完整系统的守恒量 ( 4
.

5) 式
.

因为N o et h e r 等式是 g + 1个方程
,

其数目小于
: + 2 ,

因此F 。 ,

f
。,
尸是不唯一的

,

我们可以根据 F
。 ,

f0 和尸的适当选择来得到不同的守恒量
.

非完整约束方程 (2
.

9) 不改变N o e th ”r等式 (4
.

4 )的形式
,

但却限制 了F 。 ,

f
。

和p 的选择

范围
,

F
。 ,

f
。

和尸必须 同时满足非惯性系中的 N o et h e r等式 ( 4
.

3) 和 (4
.

4 )
.

五
、

非完整系统对于非惯性系的N oe th er 逆定理

设对所研究的非完整非有势系统来说L a g ra n g e 函数的H es 吕行列式

】瓜, {=
aZL

,

时
。
a空,

今 0

这时存在矩阵H = l凡 , 舰的逆矩阵H
一 ‘= l万

。 , }因此
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E 万
。 , h,

一 d , ·

其中d , 。

是 K r o n e e k e r符号
.

假设已知非完整斗 势系统存在第一积分

D (t
, g 空

。

)

卜有

寸
a

) (5
.

1 )

现在设法根据这个第一积分来寻找相应的无穷小变换 (3
.

10 )
.

由式 (2
.

10 )有

d

d t

OL
,

OL
,

0空
。

0 9
。
一 Q

。 一 E 肠 (a = 1 ,
⋯

, s )

因此

一 共州r 一 Q
O q

a

OL
r

。

一 乙娜豁
氛一 0

(5
.

2 )
fla

了乙�六生一
d八Od一dt

一

Z‘.、
,

E�

这里

占
。
= F

。 一空
a

f
。

( a = 1 ,
⋯

, S ) ( 5
.

3 )

在 ( 5
.

1) 式两端对时间求导并与( 5
.

2) 式相对
,

有

d n 咨 了 J 。乙
,

。L , 。 声
,
。甲 , 、

;

丽
一
口 一
台、飞万

~

而丁一而了一 写 ‘ 一 台
“ , 百不

一

)sa
- ( 5

.

4 )

将( 5
.

4) 式展开

aD
.

弓丁
~

一

十
0 不 器

。声+

鑫箫
, 厂
睿l启(

一

猛
+

赢
“,口�

卜.目

叹,J自
声

+

蒜
。夕)

-
荟份全 十 Q

。一 犷 几,

0 9 ‘

不丁

OL r
a甲p -

0空
。 -

很朋
.

显
,

所有如的系数应为零
,

即

,...,s)
。

猛
氛一”

e ZL
(刀

解上面的线性方程组
,

我们得到

( a = 1 ,
⋯

, s ) (5
.

5 )

�,J一夕曰以一行性lL一右�。一山
.

旦a
.
1

‘ = 乙 孔
,

声一 l

现在令

D = 五了
。

+ E 占
。

+ 尸 (5
.

6 )

那么

,
。
一 : 一

(
” 一

户会
一尸

) ( 5
.

7 )

如果占
。

已由( 5
.

5) 式单值地确定了
,

当刀巳知时
,

那么
,

量f
。

能求出精确到任意函数尸二尸( , ,

q 。 ,

空
。

)
.

这意味着
,

选具体的函数尸
,

可以得到确定的无穷小变换 (3
.

1 0)
.

最后
,
我们看一
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看求出的变换是否满足 (4
.

3) 和 (4
.

4) 式
.

对于非完整系统
,

其广义坐标的变分必须满足可eT ae 砂定义
,

即 (2
.

9) 式
,

考虑到(3
.

1 1)

式和 (5
.

3) 式
,

即必须满足 (4
.

3) 式
.

因为D 为系统的第一积分
,

D = c o n st
,

则d D / dt = o ,

即恒有(4
.

5) 式成立
,

由 (4
.

2) 式

即可证明 (4. 4) 式成立
.

于是得到
:

定理2 如果已知非线性非完整非有势系统的第一积分 (5
.

1 )
,

那么由(5
.

5)
、

(5
.

7) 式确

定的无穷小变换生成函数满足 (4
.

3 )
、

(4
.

4) 式
.

六
、

例 子

例 设载体以匀角速度。绕固定轴转动
.

被载系统为一质量为。的质点
,

在 以O为中心的

N ew 七o n 引力场中运动
,

它的运动受有速度大小为常数的非线性非完整约束
.

选取引力中心O为坐标系原点
,

O :
轴为参考系的转轴

,

用雀
,

]
,

几表示坐标的单位矢量
,

则有。 = 。几
, a 。

= o ,

且

m M
v

厂 二二

一

—
二二

r

m M
v

一斌砂而耳P
.

厂
,
= 从a 。

·

r 一川(。 x r )
2
/ 2 一m (。 x r )

·

于

二 一 m 〔。蕊x (x 东+ g j+ 2 丘)〕“/ 2 一 , [。丘x (x 东+ 夕j+
: 充)」(念东+ 夕了+ 么几)

二 一明。 2(x Z + 夕2 )/ 2 一 m 口x 夕+ 切。夕分

故

L
,
二 T 一犷 一 F

,
= m (毖

2

+ 夕2 + 启2 )/ 2

M m v
.

1

十万丽布两7 十万撇
一

Lx
一

十y
一

少十彻
劣夕一撇尹

其中M
, , 是常数

.

约束方程 甲= 扩+ 夕
’+ 扩 一少= 。

取广义坐标q : , x ,

叽 = 巧 外 = z,

1
乙 r

==
~

下二川气q 鑫+ q 三一q 二] 十
‘

则有

m M
v

斌分干护不了
+

合
, 。2 (。: + 。, , + m 。。!

‘
2 一 , 。q Z‘

1

切= 鱿 + 好 + 姚 一少= o

取F
。
= 。

,

了
。
= 1

,
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这便是非惯性系问题中的能量积分
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