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为了利用一个二阶五点差分格式
,

对一维不定常流方程
,

计算强平面爆炸波遇不动固壁正反

射的解
,

本文采用一定的技巧构造了边界和次边界的差分格式
,

并推算了初值的自棋拟解析解
�

同时对初值的奇性提串了处理方法
,

从而满意地得到了这个较为困难问题的计算结果
�

本文提出和所利用的差分格式在处理激波间断问题方面具有实用意义
�

关份词 一维不定常流 � �� ��� 解 差分格式

一
、

引 言

平面强爆炸波的反射问题是爆炸能运用中的一个重要而典塑伪向题
�

虽然过丢有许多作

者计算过这个问题
,

例如
,

黄敦在文〔� 〕中给出的
,

当��掩� ��� � �
�

� ��时的一套分�析解租吴

雄华在文〔� 〕中利用分离奇性法所给出的数值解等
,
但由于这个问题具有激波

,

而且具有初

值和边界值
,

解有特征长度
,

激波是非定常的
,

因此计算的结果要么激彼区城被拉觉
,

要么

波峰被抹平或间断附近出现振荡现象
,

不能令人满意
�

本文选用�
�

� �� 切 � 在 ����年提出的求解一类双曲型守恒方程组的五点差分格武
,
架

解平面强爆炸波的正反射问题
�

不仅检验了� �� 七� � 格式本身所具有的高精度性
,

同时揭示

了它在解决平面强爆炸问题时的优越性
�

这种优越性在于
,

此格式既克服了一阶格式在计算

时
,

间断过渡区宽的弱点
,

又避免了通常二阶格式在计算时
, 间断附近出现振荡现象

�

二
、

问题的数学提法

完全气体的一维不定常运动方程为
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其中护为绝热常数
�

选取坐标如图�
�

忽略原静
’

止空气的内能
,

则令�� 一 �
�

�� �� 。�时
,

在 � 二

�
。

的平面上发生强爆炸
,

由方程 ��
�

�� 知
,

在

爆炸波达到壁
二一石处俞

,
�

搪量纲理论
,

问题的

主定参量中除�
, �外

,

总共只有两个量纲独立

的常量
,

故向� � �处刚性固壁传播的爆炸入射

波� �具有自模拟性
�

在� , 。时
,

入射波遇到壁

而反射
,

以 � � 表示
�

这样� 二 �
, � 二 �

。

及� �
,

� � 将� 一� 平面划分成三个区域
�

�区有自模

拟解 , �区有不定常激波
,
但既无均嫡

,

又无

自模拟性 , � 区为爆炸前的静止空气
�

另外
,
为了便 于计算结果的比较和分析

,

本文就选用文〔� 〕中的所有常数
�

即单位面积

上释放出的能量为
� �

。
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三
、

方法概述与本文的工作

本文选用的� �� 讣� 格式是五点差分型的
,

具有二阶精度
,

它的收敛和稳定性文〔� 」已

做了较详细的论证
,

本文不再赘述
,
只列出格式如下

�

。
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� 〔
·

〕表示由矩阵仁
·

〕所得的右特征向量

� 奋是特征值

利用上述格式来求 �区每一网格层上的解时
,

必须先巳知此网格层上的左
、

右边界值及左
、

右次边界值和方程的初值条件
�

首先
,
我们很易知

,

对于 �区而言
,
右边界由 �区的解所定

�

而上面我们
‘

曾提及 �区解
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有自模拟性
,

故以下据力学中的最纲理论
,

导出 �区的自模拟解析解
�

当使用欧拉坐标时
,

方程 ��
�

�� 待求的基本函数是速度
。 ,

密度 �和压力�
,

由里纲理论中

的� 定理
,

得到
�

�� 于犷
� � 一 �� ‘ , , 一

岛 , ��
�

��

其中犷
,

了
,

了为无量纲量
, � �为爆炸前静止气体密度

�

另外
,

在空气产生强爆炸波时
,

·

流动中产生强 间断
,

气体在通过 间断面时应满足质最
、

动量和能量守恒条件
,

将间断面一边记以下标�
,

另一边记下标�
,

则有
�

� ���
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� ,

�。
,
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其中
。
为冲击波速度

.
在此情况下

,

由t 纲理论
,

唯一的无盆纲 自变最组合将为
: r呀一 “

/ ( E /
p
:
)

。

由此得唯一的无量纲可变参量为
:

几= r/ (E /p
,
)
“ , , ” ,

( 3

.
3 )

对于冲击波
,

坐标
r:是时间的函数

,

而有量纲量t
,

p
,

和E 不能组成无量纲组合
,
故有

:

rZ= (E /户
:
)
’‘s

t
’‘3几. (3

.
4)

其中泄为任一非零常数
.
不失一般性

,

令胆一 1
,

故对上式时间t求导得
:

。

一香
(E/。1, ’‘”‘一 ’‘“

(
3

.

5 )

将(3
.
5) 代入(3

.
2)

,

并注意到在冲击波上有
“:二。和 a:/c 一。 (a

:
为未扰动介质中声速)

,
则在

冲击波上有条件
:

“2 一 ,
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r,

将(歇 1) 和(3
.
6) 中第一等式分别左

、

右相比
,

# 引进新变量了 = , 了/了
,

得
:

二
一‘

,

箭
一‘一寻

(, + 1) ‘犷

益
一。一

默 ,
,

益
一‘一

普华
‘:, ‘

}

(3
.
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现在可知要解出
r,

p
, 。和P

,

只籍先算出函数双犷)
,

才(犷)和了(犷)
.
将(3

.
1) 和(3

.
3)代

入(2
.
1) ,

并将了用 才= , 了
‘

/了
尹
代换

,
对第一式中 犷求导

,
对第二和三式求对数后再求

导
,
得到

:
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其中a二2/3
,

了= 2邝叭 利用冲击波所满足的重要的能量积分式
:

“
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.
5) 即
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可求积得到 才(尹)
,

叔犷 )秘 了(犷 )
,

然后代入 (3
.
7)

,

将 (3
.
6) 也代入

(3
.
7)

,

且注意到
: , < 7 , 犷 , 2/ 3 , 则得到 I 区的自模拟解析解

:
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而犷需要由几如下迭代求得
:
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5矛+ 30

6 3
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这样
,
我们就可求 I 区的右边界值了

.

其次
,

我们还可用 I区的上述解析解作为 I 区的初值
,

但必须注意的是
,

解析解此时对

原点是奇点
,

且为多值奇点
.
为此

,
采用如下两种避免奇点的方法

:

(一) 任选幻> 0’ 以At 这一层为初始计算时间
.
当然

,
这使得初值计算复杂化了

.
复

杂的焦点在于找出八t层上的激波位置
.
现在

,

我们从 T 二 0
.
0 始算

,

找到配层上的激波所占

网格点的位置 (利用过去已有的算法
,

能够给出某些由△t确定的激波位置表格
,

从而就可租

略定出激波所海网格位置)
,

再用加权平均法于这些点的位置
,

从而就认为算出的新位置 是

激波较为确切的位置
.
为了比较方便

,

本文就引用文〔2 〕中由△才所定激波位置的表格来定某

一夕层上的激波位置
.
有了激波位置

,

初值就也定了
.

(二) 采用所谓镜面反射法
.
仍从T = 。

.
。始算

,

给原点赋予原来第三节点的值
,

则原点

前再添两节点
, .

分别赋予前一节点以原来第二节点澎 后一节点赋予原第一节点值(须住意
,

此时
“
变号)

.
这样

,

激波就好象从t轴左边通过 x 二 0 处
,

而反射至t轴右边
,

这样在计算初值

时就进邢奇点
· 一

』 . .
、

「

一

下面
,

我们米精出次边界格式
·

为了以后计算的方便
,
我们不再直接计算(2

·

1
) 中的‘

P 和p
,
而是计算由
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( 一) 对于次边界
,

可就选一个一般的三点显式格式
:

吟
‘
= 衅一几 (矜

+士 一 矜
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护

,
, 十* 一
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, (。 , 、+ , (。 , 十 土
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一

*

·

〕

马
十法 ~ 加

“

( 七十女) 八i+ 尹=街tl 一内
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x
l

当}川< 2
。

当 }川 > 2了

值得注意的是
,

’

这个三点显格式是一阶的
,

它同二阶的移式合用必会导致计算结某的不 满

意
,
故本文下面提出了一个可和二阶 H ar te n格式相配使用的

,

具有局部二阶精度的次边界

差分格式

二
(二) 仔细分析H ar七e n 格式知

,

现关键
‘

。:

通/--N+/�?V
�

是如何构造g
;(一 1

,
1

,

2)

.

由于 一 1点的值尚

无定义
,

故g
;的构造是困难的

,
这就迫使我们

设法将g
*
对 一 1点的依赖转移为g

,

对点1(N + ])

的依赖(见图2)
.

考虑x = O时
, 水 = 0

,

则有
: e二

= 0

.

另外
,

在
x = o时

,

我们极易从(2
.
1)

‘

中万
二

的系数阵
.

,

田

A (二)计算得到其三个特征值
: 。一 ( 一

。, 。, 。
)和 3x 3的麦特征阵L

. 2
·

故有
:

a = (△x. L. 牙
:
)I卜

。

因此 : 对= 一几
·

伪 此 二伪

从而有
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一

‘ (瓮
, ’

p
: , 一
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,

一誉
时 二久

·

c.

n�
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[ Q ( 一元
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) , ( 一几

c
)
2
] [(户犷

‘
一户

0

一 [Q (几
e
) 一 (久c )“」[(p r

+ ‘一 p 全

这样
,

乳就只和 ‘一 Q处的各物理量有关
,

从而在次外层上可以适用H “r 切n 格式
,

这实际是

对H ar七en 格式进行了技巧性改造
,

以使H arten 格式也能用于次外层
,

从而提高精度
.

最后
,

对于左边界的处理
,

同样给出了两种格式
.

(一) 首先利用特征关系
,

给出一个左边界差分格式
.
设研

.
的系数阵的三个特征值为

:

逮
、二 u 一e ; 几

:
= u , 之

3= “+
e .

在左边界处
“二 o ,

故几
3= c> o

,

因此。 = 0
.
故

。:
= o

,

从而云艾
+‘



陈 少 军

、 e璧“
.
另外

,
设tx

:, x : ,
x :

) 是相应于几
:== “
的左特征向量

,

则
: (x:

,
x : ,

x :
) A (牙)== “L x

: ,

丸
,

介) ,
展开上式

,

并注意到。‘ 0, 可得
: x:= 一2护自 朴 = 。; 朴= Zp

.
以此左特征向最左

乘(2
.
1)

尹 ,

展开并化简得
:

p毖
+ ‘

= p 呈+ p 全
·

[ (

‘里
斗 ‘一 c 全)/下‘二〕

这样
, 就得到一组左边界的求解差分格式

:

N + 1
万 + 1

圈 石 日 4

。璧
斗 ‘

= o
, 。贾

令 , , . 至
,

p 盆
+ ’

= 户贾+ p 飞〔(‘哭
+‘一 ‘全)/ , ‘全〕

对于上式
,
由其推导知它的收敛阶为。(h +

‘
)

.

故尽管H ar 切n格式是二阶的
,
但当

。
足够大

时
,

边界点的微小误差必然影响到内点的计算精度
.
因此 , 我们在下面利用泰勒展开重新构

造一个左边界差分格式
, 以使其局部收敛阶达二阶

.

(二) 将此
小 ’
在时处泰勒展开

,
由条件 。 == 。, 利用待定系数法

,
并注意到 。。

= 0, 可推

得
:

_
二 几 沙二

,
_

. 』
_

. 、 二 护
‘ ’

一

= “ 个丁
一

万f 、
‘,. ’ 一 任

,,.
’夕下落

下e贾

P 贯

、, 一 、、

(

·

卜2
·
: +

·
: + 玉畏竺 )

+ O (△ts+ △x Z)

再据嫡守恒方程
: 05

.
弓二甲十 “

.

0 【

O
S

一二- 甲~
=

U

O 劣

知瑜 在固壁上有
: es l

又二 l = U

O t l
口. 0

又对常比热完全气体有
: 晶(奇)!

卜
。
一”

从1厄推得
: 户全

+’
== [

。贾
+‘
/
e 二〕” ,

·

这样或推得一个新的左边界格式
:

优r
+ ‘

= 0

_ 。 ,

凡 护‘贾
,

_
-

e 梦
小’

=
‘
: + 苦

一

述弓
-
(阴二、

一
: ’

Z P 丁
、 .
” ’

p
r

+ ’
= (

e 贾
辛’
加呈)

’l 护p 全

一 4m : ) + 琴粤
(, 一 J.)

1(
‘ 尸1

、

一 2。: +
。飞+

~

卿琪P互

从其推导过程易知
,
上式是二阶收敛的

.
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四
、

数值结果及分析

(1) 将一阶的边界及次边界差分格式和H ar te n格式配套,
构成第一套方案

.
二阶的

边界和次边界差分格式 同H ar te n格式配套
,
构成第二套方案

.
我们对两套方案进行了大量

计算
,
并将结果和文〔钊相应时间的激波位置

、

速度
、

密度
·

压力等结果进行了比较
.
从中

知
,

、

本文值与文〔3〕相比误差较小
,
通常在0. 2090肠和1

.
109 肠间

.
另外

,
从总的来看争 第一

套方案相对第二套方案
,
激波位置等的误差较大

,
这租理论分析吻合

,

图5给出了t== 1
.
54 2 x

10
~“

s 时的密度图象
, 经过分析知

, 两套方案在激波处没多少差别争 结果同文〔3] 比是完全令

人满意的
.

户又 1 0
一‘
k g / m

舀

60加

40130加

( 2 ) 表 1给出了t= 1
.
oo x lo一 6 5 时的解析

解
、

文〔3〕和本文的两套方案数值结果对照表
.

从表1知
,

H
a r 垅n格式算出的P , , p ‘均比文

【3〕算出的结果好
.
只是。, 不如文〔3J的解精确

,

但在加密网点计算后
, 同样能使

u, 比文〔3] 的

结果来得好
.
另外

,
易知本文的第二套方案比

第一套方案更接近分析解
.
同时

,
本文对其它t

< 1
.
05 x 10 峭s 时间内的各个结果作了相 同 的

比较
,
有颇为满意的类似结果

。

5 4 2 x 1 0
一“

(
6
)

,
( m )

o r o
,

0 3 0

.

0 5 0

.

0 6 5

圈5 密度圈

衰 1 T . 1
.
00 X 10一s ( s )

,

T

。二 0
.
20 X 1 0一5 ( s )

类 别

文〔3 1的数值解

本文第二套数值解

本文第一套数值解

本文的解析解

激波位置

0
.
02 1598

0
.
0218 58

0
.
021337

0
.
021598

妞(也/s ) 胭(kg/m
3) 乡肚 x 1 0

一‘
( N /砂)

1606
·

0

{

“
·

3
75

8

1
5 9 9

·

5

}

2

·

43
0 ,

1 5 96
·

3

】
2·

4
3 0 1

1
6 0 6

.

8 {
2

.

5 2 5 3

1 4

.

8
1 7

14

.

8 6 3

1 4

.

8 4 1

1
4

.

8
7

5

(

3

) 为了提高计算结果的精确度
,
可采用镜面反射法来避免从T

。
= 。

.
05 始算时出现的

奇点
.
表2给出了在T = 。

.
19T x l。

一 “
s

阶 由初 值T
。
一0

.
伽始算时

,
镜面反射和第一套方案的

计算结果
.
文〔4〕曾提及镜面反射法在固壁处解会产生抖动

,
并使p

, 。
和p的峰值抹平一些

.

表2给出了具体数据
,
并推算了峰值被抹平了多少

.
同喻 我们将一系列相同时间的数 据 比

较发现
,

随着时间推移* 这种抖动和抹平现象会逐步消失
.
表3给出子第, 套方案(T

。
== 认。的

和用镜面反射法算得的
, 在时间T = o

.
6ox 10

“ 5 5 和T = 0
.
19T x 功 , s 时激波位置及激波处的

p , “, p 和p
。

的对照表
.
从表3知

,
镜面反射和第一套方案比较

,
激波位置偏差衰大‘:但随着

时间推移
,
这种偏差缩小

‘, 在达到爆炸点附近时
,

’

两者激波位置趋于重合 一在表云中
,

T =

0
.

60
x 10

一 6
5 时

,
激波偏差一个节点

,

耐
二 0. 1 9T X 10

一

、时 , 激波偏差2个节点
· 一

,

( 4) 为了保证H ar 忱
n格式的稳定性

,
文〔l] 指出了时间步长必须满足一定条件

:

△矛
a = m

a x L ,“ I 个C 少2 硫
-

其中 !aj 《1
.
为了提高精凰 可以增加网点

,
使Ax减 ,lv, 这样配 也减小

,
这时要达到一定

的T
,
所费时间是以2的幂次增加的

.
表4给出了T 二。

.
30 x 1 0

一

、时
,

两种空间步长对照表
.
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T 二0
.
19 7 x 10 一,

(
s
)

,

T
。
. 0

.

0 (
s
)

.
△劣 , 4

.
96 i 8 x l o 一‘

( m )

J 二 7
.
1二9

…
les!..es.il..es..J!11…!l

!一…lesesesleejes!IJl
l

weee忍11曰比es
J一169?
�

斑2

变 量 J二 2 J 二5

一

18职5

一

兰
一

竺{全
一

…
镜面反射 }

18. 工81 ’

(扮/口
3
)

解
.
招1

6
.
2乒qo

卜二经
一

{士生
r17

·

7
9 5

{

工7
·

3
3 ,

1 2叹
.
心13 {场

.
682

.
362
.
2859
.
0761

7
.
8737

4
.
3574

3
.
5163

4
.
1120

4
.
1120

0
.
0000

50
.
邓7

粼
.
174

跳
.113

7.0418

6 .91叫
n
.
122 4

6
.
7165

6
.
71 64

件
.
0 0 01

冲冲户际陋油112840
一游4408斗s8.大户照荞10 , ‘

(脚时)

0.你

(m /
s
)

镜镜面反射射

第第一套方案案

固固璧处差值值

幼6
,

6 2

一7 2月
.
处

1011
.
53

} 了二6

1 4
.
26 6

4
.
6 8 8 1

9
.
5 7 7 9

4 4
.
32 3

7
.
5 0 3 4

3‘
.
8196

176
.
32

一 2 12 9
.
3

2 3 0 5
.
6 2

一 8 6移
.
肠

一赴日4
.
7

323
.
84

J二8

4
.
3427

4
.
23 23

0
.
1104

7
.
05丘7

6
.
8 16 0

尽
.
幻9,

一2 1沁
.
5

一216压
.
7

38
.
200

一 肚, 2
.
,

一肚52
.
9

0
.
0皿O

衰3 T 。二0
.
0 ( s)

,

△劣二奋
.
弱18 x i。

一4
( m )

t x 1 0
一 5

(

s

) { 类 别 { 激波位置 (tn )
。对

(皿/
s
) p盆 (头g/二

3
) f户对 x 1 0

一6
(
N/
二2) }户

。
x i o

一‘
(冲也

.

一

507424一112596

一一

220067一411287
0.0104绍
任
.
01明16

975
.
15

9 80 11

一 -一 )一
一
-

一
5
.
8887 { 25

5
.
1233 } 2斤

ss犯仅
、

0 0
1

9 8 47

0

.

0 0
2 9 7 7 1

2
7 2

.

44

朋6
.
62

20
.
4 13

场
.
362

日 6 . 补 口位上压力分布 (幼二种娜抽)

从态4知
,

加瘫网点显然提高了精度
,
但要达到

一

同一时间T = o
.
30 x lo

一 ’s 的话
,

13 1 个节点只

愚巧层即可
,
而节点为2。。时

,
‘

要算系ZQ层
,
时间大大增加了

.

班4 T 。二仓
.
20 x 10 一叹s)

,

T 二 o
.
3o x lo 一气s)

画诬下四些‘{
一遨塑塑竺兰一
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一

一.

里望兰)一卜上三i亘亚二匡巫巫二
生31
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·

0 0
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1
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!
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肠5
{
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1
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一
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竺赢公
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鲤一卜

一生些鲤
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一}一
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~
一
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二
, .
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气
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只;黔u00
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}

二
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}
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/

犷
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万万
一

’

一
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%
( m 、

吞1
一

0 0 3 0 0 5 口 0 7 0
.
0 1

圈9

0_03 0 、

0 5
0

0 7一

!
l

卜�

田 8 滋坡位妞圈 (第二种算法)

以上说 明 H a r七e n 格式在处理激波位置和激波附近的数值解方面比以往其它算 法 更 成

功
,

数据比较准确
, ,

是处理激波间断间题的有效士具乡值得推广
.
图5至图9给出了部分图象

以便与文〔3] 中图象进行比较
.

最后
,
作者衷心感谢吴雄华博士在本文的理论推导和解题分析方面的悉心指导

,

也衷心

感谢李世雄教授的热情指导和帮助
.
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