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摘 要

当双筒粘度计的一筒振摆时
,

静止的另一筒上所测得的力矩表现出相位滞后
,

一个重 要的 原

因是两筒间狭隙中的流体有惯性效应
.

本文提出一种化为常微分方程两点边值问题的 方 案
,

得到

N av ie r一St ok
e , 方程的一个新的精确解

,

可以说明这一效应
.

计算结果表明
,

随着 W o m er sl ey

数。和无量纲隙宽各的增大
,

隙中流体速度剖面逐渐偏离线性而过渡到边界层型
,

从而使所测得力

矩量值变小且相位滞后加大
.

本文所提出的计算方案具有数值精度高
、

稳定性好的优点
,

很容 易

推广到求解其它线性周期性问题
.

关位词 N a vi er 一S to k es 方程 精确解 两点边值问题 粘性流动 粘度测量 惯性效应

一
、

引 言

用双筒粘度计来测量非牛顿流体的动态粘弹性时
,

常令其一筒往复振摆而使另一筒保持

静止
.

这时在静止筒上所测得的力矩通常不与另一筒的振摆同相
,

一般认为这一相位滞后就

反映了非牛顿流体本身的粘弹性效应
‘”

.

可是实验表明
,

即使在粘度计中使用牛顿流体仍能

观测到力矩与振摆不同相
.

我们认为
,

它的一个重要原因是两筒间的流体有惯性
.

因此
,

在

分析实验数据时
,

必须把这一惯性效应除外
,

才能推算出非牛顿流体本身的粘弹性
.

本文将

对牛顿流体建立一个数学模型
,

估算它在双筒粘度计中振荡时惯性的影响
.

至于非牛顿流体

振荡的情形
,

我们将在后续的工作中讨论
.

双筒粘度计由两个同心长圆柱筒组成
,
内外筒的半径分别为R 犷和R 曹

.

由于隙宽R 贯一R 贯

远小于长度
,

可以忽略其端面的影响
.

隙中充满

运动学粘度为户的不可压缩牛顿流体
.

设其中

一筒 (图 1 中画的是外筒) 以速度U 扣 。s 。勺 .

振摆
,

另一筒静止
.

若径向坐标
r 肠 相对于 R 贫

无量纲化
,
时间 户 相对于 R 尸/户

,

流 体速度

(沿圆周方向) 沪 相对于 U 言
,

并且 用不带
,

的符号来表示无量纲量
,

则内外筒分别相应于

r = 1 和
犷 = 1 + d

,

这里

d二 (R 萝一 R 犷)/ R r (1
.

1 ) 圈 1 双筒枯度计示宜圈

骨
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是无量纲隙宽
.

隙中流体运动服从 N a v 拍卜S七。k e s 方程
,

其无量纲形式为

口“ 日 「l d
, 、

了

丽 一犷卜一蔽
仁盯)J (1

.

2 )

若外筒振摆而内筒不动 (下文简称为
“

外筒动时
”

)
,

则边界条件为
r ~ 1 : “一 0 ; r = 1 + d

: “二 e o s a Zt

反之
,

着内筒振摆而外筒不动 (下文简称为
“

内筒动时
”

)
,

边界条件为
r 二 1 : “二 e o s a Z才; r = 1 + J : u 二 o

这里
a 是 W o m e r d e y 数

,

定义为

a = 刀犷斌砂/分

对
一

于双筒粘度计的一筒以匀速旋转 另一筒静止 (或两筒各以匀速旋转)

已得到精确解析解
〔“’.

例如
,

当外筒以 匀速U 言旋转而内筒不 动时
,

有

(1
.

3 )

(1
.

4 )

5)早(1

的定常情形
,

1 + J 亡 1 、
“

~
一

乙1干石)忆 :
一

U 一下) (]
.

6 )

而当内简以U 言二常数旋转而外筒不动时
,

有

1 「(1 + d )么
_ 一

l
“

一 扛千刁介二1 上一
_

F
-

一

一
‘

」 (1
.

7 )

但本文所讨论的振荡问题
,

还从未见到有人求得过解
.

对于一些更简单边界下的流体振荡问题倒是曾得到过精确解
〔a ’,

其中包括单个无穷长平

板沿其自身平面做简谐振动时所引起的流动 (s t o k e 。 第二问题)
,

两平行平板之一做简谐

振 动所 引起二板间流体的振荡
.

解这类周期性问题的基本思想通常是把速度
“(r

,

约看作复变

函数厂〔r) e x p 扛一 i护 t」的兴部
,

然后求解复变函数厂(r 少
.

这里i二斌 二 I
_

是虚数单位
.

仿照

这一思想
,

我们容易导出双筒粘度计中流体振荡问题的解为
“(r

, 户)二 R e「犷(r )e x P[ 一‘a
Zt〕〕 (1

.

8 )

式中

厂(r ) = C
,
J

,

(价) + C
:
y , (少 ) (工

.

9 )

而

刀一 。。““
一共

( : + ‘

入产 乙 (1
.

10 )

J
,

和Y
、

是第一类和第二类 1 阶B e s sel 函数
,

复常数C
:

和 q 须由下列条件确定
:

外筒动时
:

C
I
J

,

(夕) + C
:
y

:

(夕) ~ o ,

C
,
J
、

艺夕(1 + d)了+ C
:
犷: 「刀(1十 d)」一 1 (2

.

2 1 )

内筒动时
:

C : J , (刀) + C : y , (刀) = 1 ,

C
;
J

;

[刀(1 + 6)」+ C ZY , 〔刀(1 + J)〕= o (1
.

22 )

从形式上说
,

小
二
s) 式给出的

“(r
,

t) 可以说也是N a v ie r 一S to k e 。方程的一个精确解
,

可

是用于实际计算时其精度却随 a 增大而急剧变坏
,

这是因为
: (i ) 在用级数表达式

〔4 ’
来计算

复变函数J
,

和 Y , 时
,

级数中一些项实部和虚部的绝对值随 a 增大而急剧增大
,

但正负项相消

后净剩的结果却是十分小的数
,

其真值往往被舍入误 差所淹没
; (i i) 更为重要的是

,

当 a ,

、时
,

比值J
l

(脚 /犷 : (自趋近于 一 1
.

这一点可由J ,
和犷

、

的渐近展开式 「‘,
导出

:

J
,

(z )二 斌2 /元牙{C o “(‘ 一 3兀 / 4 ) + e X p 【Im (二)」O (l
二
}
一 ’

)圣

Y
,

(z ) 二 斌 2 /五万{S in (z 一 3二 / 4 )+ e x p 〔Im (z )」O (}二 }
一 ‘)}
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如表 1 的计算值所示
,
这一趋近过程很快

,

所

以在
a
还不太大时 (1

.

1 1) 或 (1
.

12 )式中的 J
,

与

Y ,
即 已几乎线性相关

,

于是该线性代数方程组

变得高度奇异
,

甚至连 C
I

和 二的大致近 似值

也求不出来
.

我们在 IB M一2 86 微机上的数值

试验表明
,

即使采用双精度运算
,

用此法也不

能对 a约大于 10 时得到可信的结果
.

我们 曾试

用F O R T R A N 语言自行定义 四倍精度的运算

(即用两个双精度数连接起来表示一个量) ,

勉强可以把能求解的
a
范围扩展数倍 (表 1 就

是这样算出来的)
,

但这种运算极其繁琐
,

无法推广于大量实际运算
.

为了克服这一 困难
,

本文下面将提出一种新的计算方案
,

可以用来简便地求得可靠的解
.

二
、

计 算 方 案

为了求解 (1
、

2) 、(1
.

4) 式所描述的问题
,

根据问题的周期性和线性
,

我们假设
.

u (r , 才) = P (r )e o s a Z才+ Q(r )s in a Z才 (2
.

1)

将它代入 (1
.

幻式可得如下的常微分方程组
:

r
毕

“ + r
P, 一尸一 口粉

Z

Q二 o ,
尸Q

“
+ r Q

广一 Q + “ Zr
沪 = 0 (2

.

2 )

式中
‘

表示对
犷 的微商

.

边界条件是
:

外筒动时
:

r = 1 : P = o ,

Q = o , r == 1+ d : P = 1
,

Q = 0 (2
.

3 )

内筒动时
:

r二 1 : 尸= 巧 Q= 。, r = 1+ 占: 尸= o ,

Q = 。 (2
‘

4 )

这样定义的问题是常微分方程组的两点边值 问题
〔6 ’.

对此 线 性 问题
,

只需解两次匆停问题
(无须迭代) 并 解一个线代 数方程

」

组即可求得它的解
,

例如
,

当外筒动时
,

求解步骤如下
:

( i) 在下列初始条件下数值积分(2
.

2) 式 (我们采用定步长四阶 R u n g e 一K u 七恤法) :

r 二 1 :
尸二Q ,

Q = 0 ,

尸
‘
二 1 ,

Q
了
= 0

.

(2
。

5 )

这样得到的解记作P
;

(r
)

,

Q
,

(r ) ,

(ii ) 在下列初始条件下数值积分(2
.

2) 式
:

r二
一

卜 尸= O ,

Q , O ,
尸

,
= 0 ,

Q
‘
二 1 (2

.

6 )

所得的解记作尸
2

(r) 和认 (: ) ;

(11 1) 于是
,

(2
.

2) 式满足边界条件 (2
.

勺式的解可表示成上述二解的线性组合
,

即

P (r ) = D
,
P

;

(r )+ D : P : (r ) , Q(r ) = D
;

Q
,

(r )弓
一

D
:

Q
:

(r ) (2
.

7 )

式 中的常系数D
l

和D
,

须由下述线代数方程组解出
:

.

D
:
P

I

(1 + d) + D
:
P

:

(1 + d ) = 1 ,
,

D , Q
,

(1 + d )+ D
:

口
:

(1 + d) = o (2
.

8 )

注意 , 这样得到的D
,

和 D Z正是尸(r )和 口(l-) 在
: 二 飞处的斜率

:

D : 二 p
‘

(1
_

)
,

D
Z
= Q

‘

(1 ) (2
.

9 )

当内筒动时
,

可由
r 二 I+ 乃向

: 二 飞积分
,

仿上法求解
.

一旦求得流体速度剖面之后
,

‘

便可对它微分求出作用在不动筒上的力矩
.

仍以外筒动时
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为例
,

若流体浸没内筒的深度为L气 流体粘度为拼气 则内筒所受力矩 (有量纲形式) 为

”一
脚峨二

·

(爷一井
一

工
,

一

r 健二 允皿

(2
.

10 )

若定义无量纲力矩为

M
肠

2二拌势R 犷U 忿L, (2
.

1 1 )

则可把它用模A和滞后相角甲表示为

M 二 A e o s (a
Z t一 切)

由(2
.

1 )和 (2
.

9 )式易知

A 二 以万犷干刀i
一 ,

七a n 切二 D
Z

/ D
:

(2
.

1 2)

(2
,

1 3)

三
、

结 果 与 讨 论

在我们的问题中有两个无量纲参数
: a 和 d

.

(1
,

5) 式所定义的 W o m er 夙ey 如是流体

非定常惯性效应大小的度量
.

公二 o 相应于一筒匀速旋转的定常情形
.

而 a , 。相应于振摆周

期为无限长的准定常情形
,

其中流体惯性木起任何作用
,

隙中流体时时刻刻保持与筒振摆同

相
.

由(1
.

5) 式知
,

若筒振摆的角频率。
签
越大

,

内筒半径R全越大或流体运动粘度户越小
,

则

a 值越大
.

例如
:
对于 L o w Sh e ar 30 (M S一 L S ZT 一ZT 型) 双筒粘度计

,
R 萝二 5

.

sm m ,

R 梦= 6m m
,

故占二 1/ 1 1
.

对于水
,
户、 10 一m

“

/’s
.

这时
,

当振摆频率介 = 山./ (2幻为2 , 10和

Zo oH z时
, a分别为1 9

,

5 , 4 3
.

6和 1 9 5
.

用我们的方案进行了数值计算
,

对于a 由 0 直到5。。o ,

没有遇到任何困难
.

由于在我们

的方案中
,

问题的数学提法最终化为求解常微分方程组的初值问题
,

所以这样得到的数值解

也属于N a vi e r 一S七。k e。方程的精确解的范畴
.

首先介绍外筒动时的计算结果
.

图 2 给出 d票 1 / n 时三种不同 a 值所对应的流体速度剖

面
.

每幅图右侧的 竖直虚线相应于外筒位置
r = 1十 d

.

沿此虚线自上而下
,

各曲线顺序对应

于a 勺= o
“ ,

45
。 ,

90
。 ,

13 5
”

和 180
。

各个时相
.

对图2(a) 所示的准定常态
,

各时刻的速度剖

面都几乎是线性的
,

这与定常时的 (1
卜

6〕式是一致 的 (令
: , 1 + : , : 《 d《 1 ,

对
。
展开 可

证 )
.

当 a 逐 渐增大时
,
流体的非定常惯性增大

,

离外筒越远处对外简振摆的响应越迟
,
如

图 2 (b )所示
.

当 a再增高时 (对某一确定粘度计和 流体
,
这相

一

当于加快振摆频率 f勺
,
靠近

内筒的流体来不及跟随外筒振摆
,

几乎完全停滞
,

只有紧靠外筒的一薄层流体随 之 往 复流

动
,

这时的速度剖面可称为
“

边界层型
”

的 (图2 (c) )
.

械械
,,

一 O

一 1

0 0 1 0 5 1
_

10

””

试试
飞飞飞

(a ) a 呻0 (b ) a 二 4 3
.

6

翻2 外筒动时典班的流体速度例面(占= 1 / 1 1 )

(
e
) a = 1 9 5
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图3(a)
,

(b )中的无量纲隙宽较图2 (b )的占= 1/ 1 1 分别缩小或放大一倍
,

而其 a 值同图 2

(b )
.

由图看出
,

随 d 变大
,

流体的惯性效应越来越显著
.

当d 很大时
,

流体速度剖面也会过

渡到边界层型
.

_ 0

一 1

““

公了了
冬冬簇簇

( r 一 1 )/ J

(a ) a = 1 / 2 2 (b ) a = 1 / 5

圈3 占对速度创面的影晌 (外筒动时
, a = 4 3

,

6)

由(2
.

1 0 )
,

(2
.

1 1) 和 (1
.

3) 式知
,

作用于内筒的力矩M 正比于 (0“/ 0 : )
, 二 , .

由图 2 和图 3

知
,

当 a很小或己很小时
,

速度剖面“(: ,

t) 接近于线性
, 因而M基本上与外筒的振摆同相

.

而
当a或占增大时

,

外筒的振摆所带动的流体振荡越来越局限于外筒附近的区域
.

当a 或 占很大

时
,

内筒附近流体几乎不动
.

所以如图 4 所示
,

当 。 或 占增大时
,

M 的模A 会变小
,

而其滞

后相角甲则会变大
.

举例说
,

当a = 20 (对前述L o w S h ea r 粘度计
,

相当 介 ~ 2
.

IH z) 时
,

对于d一 1 / 2 2
,

1 / 11 和 1/ 5
.

5 , 甲分别为7. 9 。 ,

30
.

9
。

和 10 1
.

9
。 ,

而A 分别衰减到a ” o时数值的

9 9
.

6肠
, 9 4

.

4肠和5 5
.

8肠
.

当a = 4 0 (相当f一
8

:

‘

4 H Z ) 时
,

相应的甲为3 0
.

9
。 , 1 0 2

。

和2 5 0
0 5

而 A 衰减到94
.

4肠
, 5 5

.

7 肠和 8
.

5肠
.

可见当 d 较小时
,

直到 a 相当大才显露出惯性效应
,

而当 占较大时对不太大的 a 即不可忽略惯性效应
.

AAAAA
888 , 11 2 2 :::

圈4 力矩的徽和滞后相角随a 和占而变

图 5
’

对d = 1/ ]l- 情形画出了不同 a值下在一个振荡周期 (0
。

或at < 3 6 0
。

) 内M的变化
.

其

中a , 0的曲线与外筒振摆同相
.

随
a
加大

,

M饱峰值越来越小而滞后越来越严重
.

以上结果都是外筒动的情形
.

下面给出内筒动时的部分结果
.

图 6 的速度剖面可与同一
a ,

占卞外筒动时的速度剖面 (图2( b ))
’

对比
,

二者相对于
, = 1 + 6 /2 这 条竖直线说来几乎完

全对称
,

也就是说
,

内筒或外筒动时流体愤性的影响是相似的
.

图 7 中画出三个不同 a值下

内筒动时矿亡= 。这一时相速度剖面随占的变化一对图7( a) 中的准定常情形
,

在占= 1/ 22 ~ 1/5
.

5

范围内速度剖面与占无关
,

为同一直线
.

当 a = ]9
.

5时占= 1/ 5
.

5 的剖面在外筒附近已有明显

滞后 (图 T( b )) , 而当
a = 43

.

6时
,

甚至 占= 1 / 1 1 的剖面也表现出明显的惯性效应
,

虽然这
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::风 在 . 1 0

_

赚
。_

了
L_

_

Q 9 0

透 洲洲
...

222 .
醉犷犷
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.

5 ( e ) a = 4 3
.

6
一

困了 内筒动时妒 t二 。时相的流体速度剖面
·

时d = 1 / 2 2 的剖面还几乎为线性 (图 7 (c) )
.

但是
,

如果考察 沈= 43
.

6 时 护 t二 45
“ ,

90
。 ,

1 35
“

等时相
,

即使 占= 1
.

/ 22 的速度剖面也已显示出非线性 (图中未画出
,
但可参看外筒动时

的图3 ( a ) )几 由此可见
,

流体惯性对于双筒粘度计中流体振荡的速度剖面以及力矩的影响确

实是深远 的
,

除了频率很低
、

‘

间隙很窄时之外都是不能忽略的
.

四
、

结 束 语

N a vi er 一

跳
。
ke

。 方程现有精确解的数目是很有限的
,

本文关于双筒粘度计中流体振 荡

的解为这一族精确解增添了一个新成 员
.

以 往 解 振 荡 问 题 常 用 复 变 函 数 方 法 , 但 当

W o m e r “le y 数较高时
,

由于舍入误差恶性放大与线代数方程组奇异
,

此法不能给出可靠的

数值
.

本文提出的化为常微分方程组两点边值问题的新计算方案
,

成功地克服了上述困难
,

可以简便而精确地求解
,

适用的W
o m e r o le y 数范围实际上没有限制

.

我们相信
,
这一新方

案不仅很容易推广于其它流体振荡间题 (例如锥板粘度计中)
,

而且用于求解一般线性周期

性问题也是优越的
. -

我们的计算结果表明
,

在双筒粘度计振摆实验中流体惯性所引起力矩大小与相位的变化

一般是不可忽略的
.

如果不考虑这一效应
,

势必引起内在的误差
.

如何设计粘度计以尽量减

小这种误差
,

或者如何处理数据 以修正这一误差
,

是实际工作中急须解决的重要 问题
.

本文

的工作是朝向这一 目标迈出的第一步
.

在实际操作中还有一些因素能引起力矩的大小与相位

变化
,

本文没有计及
·

例如
:
粘度计筒自身的惯性和空气阻尼

,

光
、

电量测中的相位滞后
·

本

文只考虑了牛顿流体
,
没有涉及非牛顿流体

.

这些因素我们准备在后续的工作中陆续加以考

虑
.

只有全面考虑了这些因素之后
,

才能与实验数据定量地比较
,

_

最终找出完善的数据处理

方案
.
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