
应用数学和力学
.

第 14 卷第 6 期 (1 9 9 3 年 6 月 )

A p p lie d M a the m a t ie s a n d M e eh a n ie s

应用数学和力学编委会编
重 庆 出 版 社 出 版

一类多分子反应微分方程模型

的闭轨的存在性
’

张 伟 年

(中国科学院成都分院数理科学研究室
,

1 9 92年 5 月30 日)

摘 要

本文讨论一类生化反应模型

d 劣 / d 才= 1 一二
.

, 2 ,

d 夕/ d t二 a (二
.
9 2 一 , )

的闭轨存在性
,

其中成万
, x > 。

,

, 李。
, a > 。

.

我们将具体指出当a在一定条件下方程无 闭 轨或

者从H o p f分枝中产生稳定的极限环
.

关. 询 闭轨 极限环 细焦点 H o p f 分枝

一 已l 性兰
‘

、 砂 . 「刁

如下微分方程

d x / d t = d 一 a x 一 x , , q

d 夕/ d t = x ,g 口一勺
} (1

.

1)

卜

垂
其中x > o , 夕> 。,

p > ], q》 1
, a

> 。,
b> 。, d> p (p

, q为正整数)
,

是描述一类多分子生化

反应的物质浓度关系的模型(见{ i〕、
.

当。 = 。时
,

方程(1
.

劝经过变量替换

6 (。一 l) , , b
一 q , , x , x ,

b d
一 ‘夕, ,

奋

占l+ 〔(q 一 1 ) 尹, , b
一 q , , t, 才 } (1

.

2 )

可化为

d x / dt = 1 一 x 勺“

d , / d * == a (二 ,梦, 一 夕) } (1
.

3 )

其中P> 1
, q > 1为正整数

, a = b‘
十”, 占

一 “ + ‘q 一 ‘’‘, , > 0
.

显然 (1
.

5 )在第一象限 内 有 唯一平衡

点(1
,
1 )

.

关于( 1
.

3) 当P= ”, q = 2的情形

d x / d 才= 」一 x ”9 2
= : 尸(x

, 夕)

d , / d t = a (x ” , 2 一 , ) = :
Q(x , , ) } (1

.

4 )

.

钱伟长推荐
.
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(其中, 为正整数
, a > 0)

,

文〔Z J曾对
。= 1的情况作了完整的讨论

,

在
n = 2的情况下文 〔3〕给

出了闭轨的存在性讨论
.

本文将对一般的正整数
,
讨论方程 (1

.

4 )的闭轨的存在性
.

在第二节

我们将证明在一定条件下(1
.

4) 可经过 H o pf 分枝产生稳定的极限环 , 在第三节我们将证明

在适 当条件下方程不存在闭轨
.

二
、

H o p f分枝产生闭轨

考虑方程(1
.

4 )在平衡点C: (1 ,

1) 处的线性变分方程
,

其线性项矩阵为
r P

二

P , : r 一 n x “一 ‘, , 一Z x , , 一 r 一 n

A = !
_ _

} = } } . 1
L

Q
:

心
, “ 0 L a o x , 一 , , 艺 Za x , , 一 a “ c ‘a n

(2
.

1 )

从而可从特征方程

护 一 (件一 n )几+ a n = o

解得

(2
.

2 )

几l , :
_ (a 一 n )土斌西

2
(2

.

3 )

其中A = (a 一 n) “一 4 a n = 砂一 6 a n + 矛
.

八的零点为
a ; = (3 一 2以葱)n 幻 0

.

1 7”
, a : = (3 + 2斌 2

一

)”、 5
.

8 3 ”

因此有如下结论
.

命题 2
.

1 对任何正整数
。,

方程(1
.

4) 在第一象限的平衡点C: (1
,
l)具有如下性质

:

(i ) 当口》 (3 + 2斌万 )。时
, C为不稳定结点, 当 a《(3 一 2以万

一

)”时
,

C为稳定结点
.

(ii ) 当 (3 一 2材丁 )n < a < 。时
,

C为稳定焦点 , 当 n < a < (3 + 2斌了), 时
,

C 为 不 稳

定焦点
.

往下我们证明

命题2
.

2 对任意正整数
, ,

当a = n时方程(1
.

4) 的平衡点C是中心型 稳定焦 点
,

其 重数

为 1
.

注记 细焦点的重数定义见〔4 ]
.

证明 方程(1
.

4) 在平衡点C附近可化为

丫

d x
一

万丁 = 一 n X 一 乙夕一
U ‘

邝(”一 1 )

2

x Z
一 , x 夕+ 矿

”(”一 1、(n 一 2 )
. ,

。

一
一

—
.

- 下
一

—一
—

一再 —
b

n (”一 1)

3

x ,。一粤
x 。么+ h

O

O
_

t

(2
.

4 )
一

佘一
+ a 。 +

鸣
二
火

2 + a

nxg 十a犷

+

哑言
2(竺?)x

3
十任

兜
二。“ +

一

笋、
2 + ”

·

”
·

‘

其中h
.

o
.

t
.

表示次数> 4 的高次项
.

令

x + , / n = z , y / 称= “

则 a ~ n
情形下的方程 (2

.

4) 可化为

(2
.

5 )



一类多分子反应微分方程模型白姻轨的存在性 5 61

l
了1....2

之= 一 ”“+ h
.

0
.

t
.

。一二 + 丝誓卫 ‘ + nz
。 + 丝恤二丝矿

2

+
一

匹七誓处,
一 吻平咧

2一

+ ”

少智鱼华王湘
2 一

‘ ”(丝

冷娜卉
h

.

0
.

(2
.

6 、

这里 h
.

o
.

t
.

仍表示四次以上的高次项
.

显然a = 。
时方程(1

.

4) 的平衡点C: (1
, ]

,

)这时已 化为

方程(2
.

6 )的平衡点O : (0, 0 )
,

其线性变分方程以(o 、o )为中心
.

我们将用后 继 函 数 法 研究

(2
.

6 )在 (0
, o之的稳定性

.

令
z == , c 0 S O

, 。= r o in o
,

则 (2
.

6 )为

d r
/ d f = r 名

矶(0 )+ r 3 G
:

(8 )+ h
,

0
.

t
.

d o
,/ d 才= n + r

H
;

(0 )+ : 2
万

:

(8 )+ r a

打
3

(6 ) + h
.

0
.

七
. } (2

.

7 )

其中

。
, 。 、

_ ”(n 一 1 )
_ : _ 。 : _ _ _ _ _ 。 _ : _

.

1 。

u Z气U j -
- - 一
一石

一
心1 1通口了

.

n ‘ u o p 口 1 l l p

‘

。。(。) 一 , 二”且琴竺呈工
。。。“。。, n ,

O

n (”一 1 )(
n 一 6 ) e o s Z夕s in ZB

n (”一 2 )(玲一 3 )
_ _ _ 。 _ : _ , 。

.

丫
-

一—
,

入一 -
一

——
U U 心口西 1 1 1 口一

O
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6
S in

4
夕
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: (。) 二 “

互竺生
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‘

万
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- ’

e o 。‘。-
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n (n 一 1 )(”一 6 ) e o 吕8 6s in o

璐 + , 妞二多)纽二丝
一

。。。, es in , o -

O

n (”2 一 ”+ 2 )

6

e o s os in 3口

从(2
.

7) 式中消去才得到

斋
一

青
(一G Z(。)+ 一。: (。) + h

.

0
.

0
.

)
(卜

一

粤丝工一

粤
些

. r 名
H 圣(B)

宁 一 五,

一
+ o (, 2 )

G : (口) : 2 +

(
G

:

(0 )

件

久 (口)H
, (8)

n 2

r , + o (, . ) (2
.

8 )

设(2
.

8) 的解为
r (0

, c )= r : (8)e + r : (0 )c Z + r。(8 )e 3 + ⋯

这里初值
c
使 !

。
!充分小

.

由于
, (。

, 。)二 c, 则

r : (0 )二 1 , r : (0 ) = r。(0 ) == ⋯ = 0

将(2
.

9 )代入方程 (2
.

8 )
,

比较
c , e要, c 吕

等项系数得到

(2
.

9)

(2
.

1 0 )

d r ,

一万若
~

二 U
a 廿

(2
.

1 1 )



张 伟 年

、、2、,
声

八乙八a,主1
‘

�豁
一

粤丝
· :

豁
一

(
,

毕
一鱼鄂丛巡)

·
, + 2 旦奢鱼

r , 八

再从初条件 ( 2
.

10) 可逐个地解得
、,产、、少、.了迁

一�急
八匕‘.占. .上,二

⋯
勺自,‘Q自声口、产r、了

.、r , ( B) 三 1

r : 、。) 一「
‘

一

蛋通丝
~

、。一

华
( ,

.

一 。。: 。) 衬擎夕
J O 1’ ‘ O

r 3 ( , , 二

买(
由于对 V ”〔N (自然数集 )

口
s

(0 ) G : ( 0 )H
* (口)

, 。

一一 爪
f一

-

一
二 ‘

G : 〔口)
n

r Z
‘“,
)
d “

1 fZ ,

l
9 8 == 落牙

,

J
。

、
认( 0 ) G : (0 )H ; (0 )

n 一 n Z + 2 负( 6 )

n

r : ( e ,
)
d“

一

命f
‘

卜‘
卫二三哥竺且

C 。。Z
o in

Z
。一进子华

S in
4
。一

几

( , 一 , )。。5 2
。。、n

Z
。

一 (一 ‘, C o “’““‘n
‘
“+ 丝
尹

: ‘n 4“

」
d“

( n 一 1 ) ( n 一6 ) 1

6 8

3
~ 二尸一 【件 ee l )
石

1

8

, . 、

1
. n 一 1

一 Ln 一 l 少
‘
尸了十 , 二一

.

.

Q J

拐2 一 n + 2

6

3

8

Zn 么一2招+ 3
_

( n 一 1 / 2 ) 2 + 5 / 4 ,
‘

‘ - 一州一一石二一一一- 吕 一
J

一
- 一

一一 ~ 1 千丁- 一
一一下、彻

‘ 任 ‘任
( 2

.

1 7 )

由〔4〕第二章 芬3的引乳 连续可微的2“周期函数的原函数rs (0 )必可表示成
r a ( 0) , 夕尹+ , s

(口) ( 2
.

1 5 )

其中甲
:
( 0) 也是2二周期函数

.

这里注意
r Z

(9 )是2二周期函数
.

因此从(2
.

9) 可得到后继函数

f ( c ) = 卜( 2 二
一c ) 一 r ( o , c ) , 2二夕

ae , + o ( {c 13 ) (2
.

1 9 )

由g :
< 。知平衡点O : (。

,

0) 是稳定细焦点
.

进一步按 [4 〕的定义
,

( 。
,

0)
、

是 一重细焦点
.

命题

2
.

2得证
.

由命题2
.

1和2
.

2可见
,

当a > ”时
,
方程( 1

.

4) 的平衡点C: ( 1
,
1 )从 a = ”时的稳定细焦点

变为不稳定焦点
,

这时必出现H Op f分枝
,

从而至少在 C : ( 1
, 1 ) 点附近产生一个稳定的极限

环
。

定理1 对任意正整数”,

方程( 1
.

4) 当

n < a 《 ( 3 + 2斌百 ) n ( 2
.

2 0 )

时在平衡点C : ( 1
,
1 )附近 至少有一个稳定的极限环

.

厂
推论 考虑

。= 2时的系统 ( 1
.

4 )
,

当。< a 一 2《 1时必有稳定的极限环
.

这从( 2
.

2的直接算出
.

该推论正是文〔3」定理2的结论
.

丫

三
、

闭轨的不存在性

定理2 对任意正整数。> 2
,

方程 ( 1
.

4) 当a 〔(0
,
占

,

) U (刁
, ,

+ ‘ )时无闭轨线
.

这里
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了n 一 1、i + 1 / n l + 刀
n

l ”+ 3 \1 + 3 /
”

o “
= 、不下1)

’

“
、不碑丁)

L3
.

1 )

才
。
二

一

丝丝圣丝竺兰吐卯主坦竺 (3
.

2 )

(n + 3 )1 + 3/
” n Z/”(n + 1 )i/

”

推论 考虑
。 = 2时的系统(1

.

4)
,

当 a《 0 , 4 / 3材万 )或 a以 s/ 以万
,

+ 中 )时系统 无闭轨

线
。

事实上
,

从(3
.

n 和(3
.

2 )计算得 d
:
二 4/ 3斌了

,

而刁
: = s/ 斌了

.

这个推论正是文【3 〕的

定理6
.

往下我们证明定理2
.

证明 我们分别证明区间(0
,

占
。

)和 (刁
。 ,

+ oo )上的结论
.

第一步
,

当a 〔(o
,
d
。

)时
.

取D u la e 函数

B (x , , )= , 一 之 (3
.

3 )

计算向量场(尸B
,

QB )的发散量
,

a
,
。 。 、 .

a
,

八 。 、

O
, _ 。 _ 、 .

e
~

石牙, L厂川十 而
十 吸
训

) = 飞获 切
“

一劣”
) 十飞万‘ax

“ ‘

一口F
‘

少

二 一”x一 二+ a , 一 2

(3
.

4 )

考虑曲线 厂 : 价
一 ‘ = 旦

n

1
x 二‘竺丫五

、 介 I

一

g 一2

一 2

, fI一 1 (3
.

5 )

(曲线厂的负半支舍去
,

因为x > 。, y》。)
.

由 B e n di x s o n 判据
,

方程 (1
.

4) 若有闭轨护
,

则

必有 , n厂 = {A
,

B }今功且向量场 L尸
,

Q)在刁
,

B两点分别指向曲线厂的两侧
.

因此在曲线 r
产口. 、

、

的弧A B上必有一点D 使曲线厂的切向量T 。厂二 (尸
,

O ) !
。 ,

即

P / Q }
。。 r == d x / d 夕1。

。 : (3
‘

6 )

亦即

矿 1 一 (a / n )
”
/ (卜 1)。一 2 / (

”一 1 )

(3
.

7 )
a ((a 加)

”
/ (
”一 1)。一 2 / (

”一 1) 一。)

整理 (3
.

7) 得到

移一 1

1 , 一 2
. 、

(专)丙
。、不‘一

‘
’

1 4
: . 、

,

1

。 、

丙
’ ‘ ’ 一

(号)两
a (3 n 一 1 )
n (”一 1 )

了 2
: .

、 。 , , ,

2
。 、

丙
下 ‘ 夕 + 一华里去二f卫丫二1一。

一 打气月 一 土) 、 刀 I
(乙

.

8 )

令

1

2 “ y ”一 1

则 (3
.

8 )化为

1

(n 为奇数时
: 二 士沪 一 l) (3

.

9 )

, 月 , 。

D
。
、z )一 z 二

’一

(号)
‘二‘

·

(
一

箫扩
一

)
‘’“

+

恶
·

(s) 六
一。

t 3
,

1 0 )

显然

D
。

(+ OO ) , + oo
,

D
”

(o )甲

_ 2”

段(号)两>0 (3
.

1 1 )

当n为偶数时 ; 而

D 式+ OO ) == + OO
,

D 式一ao )= + co (3
,

1 2 )
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当。
为奇数时

.

又由于从
。 :、

: 。一、。+ 3 )

一(号)么
·

(3 n 一 1 )

件一 1

·

(n + 1 )之
” = 0 贬3

.

1 3 )

解得 (相应于区域{(x
, y) lx > 。,

刀> 。}内的 )零点

12及不灭砰万
一
七丽二j又元干I下

之
n

== + J 吸二 l
- ·

弓一一六试丁f 下常一‘ 。~ 工间 、万,
一

而‘ 1 )(, + 3)

(咖偶数时舍去负根 ), 而且
,

, _ 、

土

D才、:
。

)二(”+ ”)(”+ “)
‘ : “ 一气篇)

”一’

一 (·+ 3 )(·+ 2 )

卜(:) 含

(3
.

1 4 )

(冬犯二p (丝王工达
: : 一 、

件一 1

..孟

�目O2

一.
.

.J(骊一 1) (丝少工)
”

(。一 ) ( ”+ 3 ) ( 。+ 2 )

卫
.

月 we 孟
( 3”一 1 ) ( ”+

·

1
.

) 2
称一 1

·

心
一 l (3

.

1 5 )、‘,/a
一”
了口.、

,

一一

易见(从 ( 3
.

9 )式)
,

z 芯
一 ‘二 g 。) 0 ,

故D 言(
二 。)> 0 ,

即
: 。
为O式: )的极小值点

.

进一步
,

D .

( : 。

) = 君毛

, , ‘

卫
-

“((号)
”一‘ ( 3”一 1 ) ( n + 1 )

t ”一 1 ) ( n + 3 )

, _

丝
_

一‘只、石
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\ 刀 I

3 粉一 1
”一 ] )

+

六(气
一

)
一

红
;
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I a \

= 一 Z 蕊, ‘ ·

吸一 I
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.
_
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~

写
{

)
·

、
认

+

黔(号)卜
‘

t 3”一 1 )
乙

( n + 1 )

厌砰幻灭万不1聆
( 3

.

1 6 )
飞.吸」

粉+鹭
‘

擒酮[几
一

令D
。

( 2 。
、> 0

,

从又3
.

1 6 )得到
二 :

一 、< 梦望禁要l男共k“
.

了 工 J
、 e, ,. 一 人 j

再由(3
.

1 4 )得

心
亦即

(:)
’

捺氧笋;黔带:
-

· <
!玉豁拌瑟头{黔

1 1/ 移

J , O ”

因此
,

当a 〔戈0
, d ,

)时
,

D
,

( , 。
) > o ,

由( 3
.

1 ] )和 ( 3
.

1 2 )可见此时

盾
.

因此当a 〔( 0
,

人 )时Ll
.

4 )无闭轨
.

(3
.

10 ) 无解
,

从而 导 出矛

第二步
,

当a 〔(刀
” , + co )时

.

取 D ul a c 函数
,

B ;
( x

, y ) = 1 / x ”g
( 3

.

17 )

计算向量场 (尸B 、,

Q B : )的发散量
,

豁(P B : ) + 一

歇
一

(QB
I
) 一
备(句

一。

卜
一

髯( a , 一
~

呀而
-

)

一 探

x . + ! g
+ a

( 3
.

1 8 )

考虑曲线厂
; : 一件

x . + 笼y + a , O

即 g =
弋3

,

1 9 )
了x ” + 、
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假设(1
.

4 )在 {(x
, , ) !x > o , 习> o}上有闭轨护

: ,
则 由B e n d ix : o n 判据

,

,
.

类似第一步
, 必存 在

众
c= 厂

: 弧上一点E 使

Q /P I
, ‘ r ,

. d夕/ d x }
: 。r ,

亦即

, :
门厂

:
二 笼A

; ,
B , }年

(3
.

2 0 )
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一
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.
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