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摘 要

本文讨论在结构力学中用拉格朗日乘子法建立的广义变分原理以分析非线性超静定结 构
。

我

们假定结构的材料关于应力一应变的关系具有 a = B el / “ 或
r = c 产 / “ 的形式

,

即结构的物理方程具

有幂函数的形式
.

文中举出几个超静定结构的例子
,

例如析架
、

梁
、

刚架和扭杆
.

关钻词 广义变分原理 非线性结构 超静定结构

一
、

RlJ 舀

在弹性理论中较早提出用拉格朗 日乘子法以寻求广义变分泛函的是钱伟长教授
〔’一 ”’,

同时也有些作者在结构力学中用拉格朗 日乘子法去本某一泛函的极值问题
t 6 一 吕’,

进 而从最

小余能原理出发建立了杆系结构力学中的广义变分原理
〔吕’以分析线性超静定结构

.

此外
,
鸳

津久一郎等人对这一领域均有很多讨论
￡” 一 ‘“’, 至今该法仍在不断发展 中

.

本文将应用杆系结构力学中的广义变分原理对物理非线性的超静定结构进行分析
.

我们

假定结构材料的应力一应变关系
, 即物理方程具有幂函数的形式

.

、

现在让我们来描述结构具有物理非线性的特性
, 它们 的应力和应变的关系是非线性的

,

例如
,
它们

、

具有如下幂函数的形式
’ 一

口= B el’
。 (1

.

1)

或
了 = C ? ‘l 仍 (1

.

2 )

其中 a 是正应力
, 己
是正应变 , !

是剪应力
, , 是剪应变 ; B 和 C 是和材料弹性性质有关的

某个常数
,

耐
”
为一正整数

,
可取为2 或 3

.

以后我们假定材料在拉伸和压缩时具有同样的特

性
.

今后为讨论简单起见
,
我们假定取。 ~ 2 ,

这样
,
仍不失其一般性

.

二
、

非线性超静定结构分析中的广义变分原理

分析非线性超静定结构钓广义变分原理与分析线性超静定结构的情形稍有不同
, 其区别

,

潘立宙推荐
.
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在于物理方程
.

对于有
, + 。个杆件的非线性超静定结构系统

,

我们也可列出m 个独立的平衡

方程如下

Q‘(二 : , 劣2 ,
⋯

, x , ,

⋯
, 劣。 + 。 ) = o (‘= 1 , 2 , 3 ,

一
, 沉) (2

.

1 )

其中 为是第j个杆件的广义内力或反力
,

当杆件在受拉伸或压缩时为轴向内力
,

用N ,
表示

,

当杆件在受弯曲时
, 则为内弯矩或广义反力

, 其中内弯矩用M
b , 表示 , 当杆件在受扭转时为

内扭矩
,

将用M
。 ,
表示

.

从 (2
.

1 )可看出
: 独立的平衡方程的数目只 仃。 个

,
而未知内力却

有
n 十 m 个

,
故独立的平衡方程的数目少于未知内力的数 目

,

故问题是静不定的
, 因 此 必须

补充足够数量的方程
, 这可以从多种途径去解决

.

我们并不从变形的几何关系或协调条件出

发
,
而是从能量方面去考虑问题

.

对于整个系统
,
我们有所谓余能函数

犷 = 乙 犷 , (j= ] , 2 , 3 ,

一
, , + 。) (2

.

2 )

其中 犷 ,
为第 j个杆件的余能函数

, 它们是广义 内力x , 的函数
,
或具体地说

:
它们是轴向内

力N ,
或内弯矩M

b , ,
内扭矩M

。 , 的函数
.

根据最小余能原理
〔‘4 一” 8 ’: 系统在稳定平衡时

, 其余能为最小
.

因此 ,
这显 然 是 一 个

极值问题
, 当然 夕

这个极值问题可转化为变分问题
.

这样 ,
我们就

一

可叙述如下的两个变分原

理
.

第一变分原理 (小变形
, 线性或非线性

,
弹性或非弹性杆系结构的最小余能 原 理 ) 在

满足平衡方程 (2
.

1 )的所有容许的广义内力‘ , 必使余能函数 (2
.

2) 为极值
, 却余能函数的一

阶变分为零
.

如果进一 步研究二阶变分
, 则可证明这个极值是极小值

〔“ , ” , “〕,
故上述 原理称

之为最小余能原理
.

也可换一种说法
:
使 (2

.

2) 中泛函环为最小的x , 必满足平衡方程 (2
.

1 )
.

这里要指出的是
:

由于使余能函数为极值的条件就导出了变形连续性方程或相容条件
, 所以

使余能函数 (2
.

2) 为最小的条件就相当于满足变形连续性方程或相容 条件
.

因此 , 也可以这

样讲
:
满足平衡方程的所有容许的广义内力必定也满足变形连续性方程

.

或凡满足变形连续

性 条件和满足平衡方程的诸广义内力必须是沂论问题的正确解
.

上面所述的是有条件的变分

原理或称之为条件极值问题
『‘3 」.

最小余能原理的条件
,
在这里就是要满足平衡方程

.

如果我们使用拉格朗日乘子法
, 则可将上述有条件 (2

.

1) 的最小余能原理转化为无条件

的所谓广义变分原理或一般的极值问题
.

如设击为待定的拉格朗 日乘子
, 它有。 个

, 于是根

据方程 (2
.

2) 以推导无条件的广义变分原理的新泛函可以 设定为

L 一 犷 + 乙 击认 (‘一 1,2 ,3,
~

·

,m ) (2
,

3 )

其中 犷和认都是广义内力二 , 的函数
.

这 样,
我们就把寻求余能函数犷的条件极值问题转化为求某一泛函L 的一般 极 值 问 题

了
.

根据极值的必要条件
: 该泛函L 的一阶变分应等于零

,
现将戈 , 和几‘都作为独立的变量来

进行变分
,
则 当新泛函 L达到驻值时应有

犯 一
(篡

十

补黝
“

J +

黔认 一 0

(2
.

4 )

’

(i= 1 , 2 ,
⋯

, m ; j= 1 , 2 ,
⋯

, n + 。: )

它是一个由结构全部广义内力所构成的变分方程组
, 由于叔

, 及侃
‘
都是独立的

, 所 以 由L的

驻值 条件就给出了
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Q ‘= 0

6犷
.

一
,

OQ .
.

万— 卞 2 几‘ ~ 二一勺一
=o x J 尸犷 a x 了

上面的第一式就是前面的平衡方程 (2
.

均 ,
而第二式 ( 2

.

6) 等价于变形连 续性方程或相容

条件
‘7 ’.

从 ( 2
.

3) 式转变到 ( 2
.

5) 和 ( 2
.

6) 式的过程就是导出新泛函取得驻值的条件的过程
.

这样

就把杆系结构的最小余能原理转换为把求解该结构的基本方程作为新泛函L达到驻值 的条件

的原理
.

当杆件受拉伸或压缩时
,
方程 ( 2

.

6) 可以写成如下

器
+

军碟免
-

(j= 1 , 2 ,
⋯

, n + 阴 ) ( 2
.

7 )

当杆件受弯曲时
,
方程 ( 2

,

6) 可写成如下
,

一一

一�l戈匀U
一入d

器
+

军
兄‘

( j= 1 , 2 ,
⋯

, ” + 脚 ) ( 2
.

8 )

其中 为为广义力
, 包括弯矩或支反力

.

如果杆件受扭转
,
则方程 ( 2

.

6) 可相应地 写成如下

O厂
a孙万十

军瓜
OQ ‘

OM * j
( j二 1

.

, 2 ,
⋯

, n + 川 )

、

由于 ( ￡
.

均式是最初的变分条件
, 它就是。个平衡方程

,
现在又出现了 ( 2

.

6 ) (它 共有
n + 二个 ) ,

它相当于变形连续性条件
.

由 ( 2
.

1) 和 ( 2
.

6 )就可求出m 个拉格朗 日乘子 几
‘ 和。十 m

个广义内力
.

如果将求得的几
‘
代入 ( 2

.

3) , 于是我们就能得到无 条件的 (或完全 的 ) 杆 系结

构的广义变分原理 的泛函
, 这就很自然地建立了如下的

第二变分原理 (完全的小变形
, 线性或非线性

夕
弹性或非弹性杆系结构的广义变分原理

—
由最小余能原理导 出 ) :

满足平衡方程 ( 2
.

功及变形连续性条件 ( 2
.

6) 的广义内力 , , 的解

必然使 由 ( 2
.

3) 表示 的新泛函L为驻值
。

这个变分原理的结果前面已经叙述过了
, 今再重复陈述如下

:
第二变分原理能将杆系结

构的最小余能原理转换为把分析该结构的基本方程作为新泛函达到驻值的条件的原理
.

因为

方程 (2
.

1) 和 ( 2
.

6) 正是求解该结构的基 本方程组
.

前面的两个变分原理都是以广义内力二 ,
为未知量的

,
如果我们以结构的广义变形为未知

量 ,
则也可以建立与前述两个变分原理相 当的最小势能原理及无条件的 ( 或完全的 ) 杆系结

构的广义变创蒙理的势能形式
,

这两个变分原理的证明
, 只要参看文献〔2

, 3 , 5」是不难解决的
.

这样
, 由建立广义变分原理所得到 的泛函的驻值 条件(2

.

1) 和 (2
.

6 )就可以分析非线性超

静定杆系结构
.

三
、

关于余能函数

现在我们来说明关于余能函数的计算
.

当杆件受拉伸或压缩时
,
对于第 j个杆件中

,

份
,

” j = J
。 “a a

·

它单位体积的余能 (即余能密度 ) 是

( 3
.

1 )
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将(1
.

1) 代入 (3
.

1) 进行积分
,
可得到

一厂拼da 一

告
一

影 (3
.

2 )

于是一根杆件中的余能函数是

犷, 一

丁
, 。, “丁

(3
.

3 )

其 中T 是一根杆子的体积
.

对整个杆系中的余能函数显然聂
‘

犷= 艺犷 ,
(j = 1 , 2 ,

3
,

⋯
, n + m ) (3

.

4)

若考虑到a , 二 N , / F , , 则
.

由(3
.

2) 及 (3
.

3) 可得到第 j 根等截面杆件的余能函数

犷 , 一

丁
, ”

,dT 一
尸J‘, 一

么
一

粼! (3
.

5 )

其中 F , , l了, N , 夕 B ,

分别为第 j根杆件的截面积
,
杆长

, 轴向内力
,
与结构材料弹性性质

有关的某个常数
.

于是对整个杆系
,
我们有余能函数

犷一

罕
, 一

娜龄 (j二 1
,
2

,
3

,

⋯
, ”+ 扭) (3

.

6 )

对于矩形截面的受弯杆件
,
其整个受弯杆系的余能函数

,
可藉类似于 (3

.

2) 、 (3
.

4) 式的

方法
‘’‘’
求出如下

: ,

粗
百履奇研

一

加
(x) “·

(j= 1 ,
2

,
3

,
⋯

, ”+ m ) (3
.

7 )

其中 M , (, )为第 j 个杆件中 二 截面上的弯矩
, i秘

,
和场分别为第 j个杆件矩形截面的宽度

和高度
.

当杆件受扭转时
,
其整个杆系的余能函数只要利用 (1

.

2) 亦可类似求得为

(j二 1
, 2 ,

3
,
⋯ ”+ 爪) (3

,

8 )
儿
。;

鸽
局
邻

其中刀
,
是和截面尺寸有关的常数

,
对于圆形截面

两 二 (7 /s )Z R (3
.

沁

式 中 R 为圆的半径
.

系数 1/ 3是为以后计算方便而引入 的
; J , ,

M
。, , C ,

分别为第 j根等

截面杆件截面的极惯矩
、

内扭矩和与结构材料弹性性质有关的某个常数
.

将(3
.

句、 (3
.

幻分别代入 (2
.

7) 、(2
.

9) 就依 次得到

分令
十 E “‘

N }l
,

6Q ‘

厕诊= (3
.

1 0 )

5。

军可谕J
;(x) 尝血 +

军‘
l,
对苍 OQ

‘

气不 - ~ 一 二. 二 V

OX J
(3

.

1 1 )

和 局

赞
十

补
aQ‘

OM
。,
二 0 (j= 1 , 2 ,

⋯
, m , j = 1 , 2 ,

⋯
, n + 协 ) (3

.

1 2 )

方程组(3
.

1 0) 、(3
.

12) 是关于广义力xj 的二 次函数方程组
,
所以是非线性 的

, 虽然它们

在形式上和线性系统的方程
〔“一日 1

极为相似
:

显然
,

杆件在受拉伸或压缩时
,

应用方程组和 (2
.

1)

和 (3
.

1 0) , 而在弯曲时应用方程组(2
.

1) 和(3
.

1 1 ) ; 此外
,
在扭转时

,
则应用方程组(2

.

2) 和

(3
.

12 )
.

下面我们将具体地以非线性超静定结构
,
例如析架

、

梁
、

刚架和扭杆作为广义变分

原理在非线性结构分析中应用的例子
.
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四
、

实 际 算 例

为了具体说明方程组(2
.

1) 和 (3
.

10) 、 (3
.

1 2) 的应用 ,

例 1 设 一结构受力如图 1所示
,
各杆B

、

F 相同 ,
并且应力一应变关系具有 。 = B斌 万形

式 ,
求各杆的内力

.

我们取节点 D 的垂直平衡

条件
,
按(2

.

1) 我们有

Q = 艺 Y = ZN : c o s 4 5
’

+ N
Z 一p = o

且p

Q = 斌 Z N
I

+ N
:
一P 二 0

一

(4
.

1 )

按(3
.

10 )应有

今举出几个实际算例如下
.

从圈

2心 Z N 了l

B
Z
F

“
+ 斌 2 几= 0

N 全l
B 吕F 么

(4
.

2 )

+ 几= 0 {
由(4

.

2) 消去几得

N : == 斌万N
:

该式相当于用内力表示的变形相容方程
.

将(4
.

3 )代入 (4
.

1 )得

(4
.

3 )

材 玄n 、 ; :

I n

“v ‘
= ‘v “

宁
-

诬
~

厂 ’ ‘v Z
拼 厄厂 (4

.

4 )

这 问题在线性情形下的解是

5)并
1

, _ , _
一 、

n

了v l = 丈V 。= 万 L艺一材 艺 )厂
‘

N
Z
= (2 一斌 2 )P

例 2 设一结 构受力如图 2 所示
,
其中A C杆为刚性杆

,

且应力一应变关系具有 a = B 斌 百的形式
,
求各杆的内力

.

将三根杆截开
,
取下部作为分离体

,
设第一杆为压力

,

下的独立的平衡方程

其它各杆B
、

F
、

(4

l均相 同 ,

第二
、

第巨杆为拉力
,
可列出如

Q , .= 乙 Y = 一 N : + N Z + N
3 一尸= o

Q Z = 艺 M
。

==( 一 2N
,

+ 从)a = 。

(4
.

6 )

(4
.

7 )

按(3
.

1 0 )应有

(4
.

8 )

、......、

l
N 矛l

乎索
f 一内一 “碗 , 。

N ; l

B
Z
尸 2

+ 几: + 几: = 0

「 + 人 ~ 0

由 (4
.

8 )消去几
; ,
棍可得 圈 2
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N 犷+ ZN 孟一N 宝= 0

这个方程相 当于用内力表示的变形连续性条件
.

将(4
.

9 )代入 (4
.

6 )和(4
.

7 )可解得

(4
.

9 )

1 。
,

_
,

州 l = 万
一

厂又压力 ),
性

1 。

过V ,

。
二 -

J J ,

艺

3 。

了v 。
“

一

4 厂 (婆
.

1 0 )

这间题在线性情形下的解是

N l

一;
尸(压力) , N

Z

一;
尸, N

3 一

)
尸

(4
.

1 1 )

例 3 设一超静定 梁
,
截面为矩形

, 受力如图 3 所示
.

巳知 : B , 6 , h , l, q都为常数
,

其中 q 为均布截荷的集度
,

.

应力一应变关系具 有 a 二B 研
。 的形式

, 试求支座反力及各截面

的弯矩
.

本问题按 (2
.

1) 可写此两个独立的平衡方

Q
,
” 兄 Y ~ A + B 一 以= 0

。 一
、 ‘ , ,

1
留“= ‘

z冷 ’二 月 , 一 丁q ‘
“

十俐 , = U }
(4

.

1 2 )

在任一截面的弯矩是

川川 11111{}乍{ lll
‘‘? 叫

, ,

}}}

1
丈砚 又x ) 二 d 劣一 下

一

q X
‘

乙 (4
.

1 3 )

将上式 (4
.

13 )代入 (3
.

7) 积分后
,
可求出余能函数

5 0 1
4

3B
2
b

2
h

6 (告
一

A 3 一

是
、‘A

Z
+

一

普
。·‘

Z
A 一

矗
。·‘

3

) (4
.

1 4 )

按 (3
.

1 1 )应有

.......... ..,
几

宜户.... ......、‘
5 0

B Z b , h
‘

5 0

B
Z
b忿h

s

买妒器dx 十、; + , : , 一 。

五‘器
d 二 + ,

;
一。

(4
.

1 5 )

5 0

B
么
b
么
h

s 买
M 6M么 U ‘ , J

aM
d 戈十义

:
= 0

将(4
.

1 3) 的M (幻代入上式
,
并履行积分

,
消去几

1

和瓜可得

一八b一广一八匕q , , 。一

(
, -

)
。‘, M一合(卜穿)

。‘
2

(4
.

1 6 )

�内h�I’一八O

一一

于是
,
该超静定梁的支座反力完全求出

,

而各截面的弯矩可藉 (4
.

1 3) 求出
.

这何题在线性情形下的解答是

3
d = 花犷 q ‘,

O

1
Jvl . ~

尸

下
.

9“
0

例 4 设 有一刚架
,
截面为矩形

, 受力如图 4 所示
,
各个部份的B

,
6

,
h都相同

,

,

1 7 )

其应

q

5�8

力一应变关系具有。 = B以万的形式
, 试求支座A 和B处的反力及各部份的弯矩

.

按 (2
.

1) 能写出独立的平衡方程如下
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Q , 一 E X 二 A 万一 B 二二 0

0
2二 艺 y 一 A 。一 B ; + 尸= 0

Q
3
= 云厂

。一 p a 一 A ; b一 B 二 C = 0 {
(4

.

] 8 )

因我们可写出各部份的弯矩

M
,

(戈
,

) = P 戈 , 一
M

Z

(% 2

) = A ; 义2 ,

M
s

(x
3

)= B , x : (4
.

1 9 )

将上式代入 (3
.

7) 积分后可求出余能函数

尸尸 }}}11 !下下
CCC

aaa lllll

BBBBBBB
月月曰. 白. . . . 白. ~ _____

5 0

= 3孑6平 {丁:
M : (·

,

)d 一 +

J:
、 ; (一)“一 +

J:
M ; (二

3

)d 戈
3

} (4
.

2 0 )

按 (3
.

1 1 )应有

a犷
. 。 t

, 。

八一公一~

十 几一 O人
o 乃 v -

恙
+ “一“

绘
一‘2 一。

(4
.

2 1 )

0犷
. , _

人 下于~

一人
,

一 C几交

= U
d万H

上式中的犷由(4
.

20 )计算
.

将(4
.

1 9 )代入 (4
、

20 )和 (4
.

2 2 )进行积分
,
再由(4

.

2 1 )消去各

林 ,
可得

A ; 一
居 B HC/一三

-

间 b
(4

.

2 2 )

上面 (4
.

2 2) 式相当于用支座反力表示的变形相容条件
.

将(4
.

2 2 )代入 (4
.

1 8 )可求出

A 万 = B 万

‘

A
。

= 琴
“

v 一

b

B
: ,

二 (琴
~ V
一 、b

于是该刚架结构的全部支座反力被求出
,

这问题在线性情形下的解答是

(4
.

2 3 )

而各部份的弯矩可藉(4
.

1 9) 亦完全可以得到
.

“ ! 一”! 一

号念
寿 一
号添

尸 (4
.

2 4 )

B一(号命
+ ‘

)
p



成 祥 生

例 5 设有一受扭矩 M
。

作用{耐扭转的超

静定圆杆
, 其半径为R ,

如图 5 所示
, 两段的

截面积及材料均相同
, 其剪应力

一
剪应变的关

系具有
二二C斌 , 的形式

,
试求各段 杆内的扭

矩
。

我们对杆轴取力矩平衡条件
, 并假设诸扭

矩都具有相同的方向
,
按 (2

.

均有

卜卜卜一一+ 卜
·

—
-

一{{{
!!! 芭芭

时时
,

‘‘

Q = 叉M
, 。 = M

, + M
。 + M

。
一。 (4

.

2 5 )

按(3
.

1 2 )有

,
弥

+ “一“

{

课一 {
(4

.

2 6 )

由(4
,

2 6) 消去 元可得

M益
a = M 丢b

M一了
b
-

一
2以 B (4

.

2 7 )

上式等价于用内扭矩表示的变形谐调条件
.

由(4
.

2 5 )及 (4
.

2 7 )可解出

(4
.

2 8 )

、....气
,

了.,

!M
A = 一

M
B ~ 一

斌 b

斌 a 十 斌石
M

。

斌百 斌石

斌 J
一 丁=

一

丁一万下
一

了vI 。

这问题在线性情形下的解答是

b
, , , , a

了竹 ‘ = 一 J干
一

6 1姓 。 , 了yI , = 一 。+ 6 1竹 。 (4
.

2 9 )

M
, 和M

,
前的负号说明这些扭矩的方向应和M

。

相反
,

如果设6二 2a , 则对于物理非线性情形
,
我们将有

M
,
= 斌百M

:

从而可得

这和实际的平衡条件是相符合的
.

M
, 二 一 (2 一 斌畜 )M

。,
M

, = 一 (斌厄一 1 )M
。

而对于线性的情形
, 则有

M
通 ~ ZM

a

这式子也等效于用内扭矩表示的变形相容条件
.

此外
, 由(4

.

2 5) 和 (4
.

3 2) 我们可得到

(4
.

3 0 )

(4
.

3 1 )

(4
.

3 2 )

2
, , 二 , 1

.

. ,

JV1 ‘ = 一万况 ” ‘

v1a ’ 一可似
。 (4

.

3 3 )

这正是在线性情形下b == 2a 时问题的解答
.
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五
、

结 束 语

综 上所述及结合所举的几个简单例子可看出
:
通过用拉格朗日乘子法去求结构系统的余

能函数的极值的方法建立起来的线性或非线性
夕
弹性或非弹性杆系结构的完全的广义变分原

理可以分析物理非线性超静定结构
.

在运算中不必考虑变形连续性条件
, 因 为从 变 分方程

(2
.

4) 或方程组(2
.

6) 或稍后的 (3
.

1 0) 一 (3
.

12 )的实际计算结果可知
, 结构的变形连续性条件

会自动地得到满足
.

在目前的讨论中
,
最重要 的事是只要给出结构的物理方程或应力

‘
应变

曲线
,
不论结构是线性或非线性

,
弹性或非弹性

,
我们总能对结 构进行分析

.
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