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摘 要

文献〔1 」的结果对a ) 2情形不适用
。

为此
,

我们用文献〔1 1的方法导出了 a 二 2和a > 2两者的

静止平面应力裂纹尖端的各向异性塑性应力场的一般表达式
。

作为实例
,

我们给出了a 二 2的静止

平面应力 I型和 I型裂纹尖端的各向异性塑性应力场的解析表达式
.

关幼询 平面应力 裂纹尖端 各向异性塑性应力场 一般表达式

一
、

引 言

文献〔1 〕的结果对a > 2情形不适用
.

为此
,
我们用文献〔” 〕的方法来研究 a > 2 的静止

平面应力裂纹尖端的各向异性塑性应力场
.

在裂纹尖端的理想塑性应力分量都只是 0的函数的条件礼 利用平衡方程及 a “ 2和 a > 2

两者的H il l各向异性屈服 条件 , 本文导出了 a ~ 2 和 a > 2 两者 的静止平面应力裂纹尖端的各

向异性塑性应力场的一般表达式
.

显然 ,
对于X 一 y 的所有特殊情形

,
我们有 a < 2

.

所以,

本文所得的一般表达式仅适用于文献〔I 〕的六种各向异性塑性特殊情形中的两种
,
即 X 二 Z

和Y = 2
.

将 a = 2 和 a > 2 的一般表达式用于 上述两种各向异性塑性特殊情形
,
我们就得到

a 二 2和a > 2 的两种各向异性塑性特殊情形的静止平面应力裂纹尖端的应力场的一般表达式
.

作为实例
,
我们只给出了

a = 2的特殊情形X = Z ~ 了 3 T 的静止平面应力 I型和 I型裂纹尖

端的各向异性塑性应力场的解析表达式
.

将卡氏直角坐标系(x
, 。 , : )和柱面极坐标 卜

系(:
,
0

,

幻的的原点都放在静止平面应力裂纹

的尖点O上
,

如 图j
一

所示 , 而吮
, , , : 轴是各向异

性主轴
。

.

薛大为推荐
.
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二
、 a 二 2的一般解析表达式

设静止平面应力裂纹尖端的理想塑性应力分量a
二 , a , , r : ,

都只是e的函数
.

弓I用下列新

应力变量
:

。 十
一

合(补;’)
, a

一合(贪
一

扮
r 留-

氏
, , 币 (2

.

1 )

则a = 2的H il l屈服条件为
:

4 a 色十 嵘
, = 1

而且

(2
.

2 )

X
.

Y X Y
= Y 十 X 一了

玄 (2
.

3 )

其中 X
,

Y
,

Z分别是在各向异性的主方向
x , , , : 上的拉伸屈服应力

,
而丁是相对于各向

异性主轴x , y轴的剪切屈服应力
.

为了计算方便
,
我们将平衡方程变换成

:

X Y S ‘n Z。
一

箭
+ T (X s‘n

艺
。一 : c o s Z

。)

糯
,
一。

X 犷。 , n Z。

贵
一 T (X s , n

Z
。+ : c o o Z

。)

豁
一。

(2
.

4 a ,

b )

如果我们取

a 一
= 一万co s切 a

: , = 8 In 甲 (2
.

5 )

则屈服条件(2
,

2 )恒被满足
.

切只是0的函数
.

将式 (2
.

5 )代入式(2
.

4 a )
,

得到
:

X Y

2

。in Z。。in , + : (x o in
么
。一 : c 。。2

。)。o 。,

〕斋
一。

(2
.

6 )

亩式 (2
.

6) 得到下列两个应力区
:

1
.

均匀应力区 (d 切/ d o = 0)

在均匀应力区内
,
我们有

甲= e o ll s 七 (2
.

7 )

2
.

非均匀应力区 (d 切/ d 口今 0)

非均匀应力区的存在条件是式〔2
.

6 )中d 中/d 0的系数为雹
, 即

t g 甲
ZT (Y e o s ,

0 一 X s in 忿0)

X 犷5 in 2 0
(2

.

8 )

于是 , 由(2
.

8 )
,

(2
.

5) 和 (2
.

4 b )
,

我们得到非均匀应力区内新应力变量的一般解析表达式

如下
:
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_ ZT (X s in
2
8一 y e o s Z

口)

肠
= + 窃不无凡而乏吞弃平西于夏灭而币万石丽乏的〕玄

J _

= +
X Y s in 2 8

2 材 (X Y 8 in 2 0)
,

+ 〔ZT (X s in
Z
口一 Y e o s “

0 )l
“

(2
.

9 )

、,J.....
户

了‘...皿,,./

_ f
“

4T
Z

X Y (X 名in
Z
夕+ Y e o s ,

乡)
“
d o

么 ~ J * 。
十J户

几砂(充犷西i矛乏砰干了乏丁(充示五啼二犷而石
王百)子

现在
,
我们来研究 两种 各向异性塑性特殊情形的静止平面应力裂纹尖端 的应力场的一般

解析表达式
.

1
.

X 二 Z = 斌了T 的情形

在这种情形中
, a = X / Y = 2 ,

我们有
:

( 1 ) 均匀应力区

切 = e o n s t

( 2 ) 非均匀应力区

(2
.

7 )

a 封 = +

1 一 3 C 0 s 2 0

3/2 斌万二后万丽丽称而砂j o)

_ 二生一—
义旦丛旦丝

_
一 _ -

‘

2 丫 4 一 6 e o s Z口十 6 e o s
z

.

(2夕)

{
(2

.

1 0 )

一 f口 斌 3 (3 一 e o s 2 0 )
“
d o

a ‘
= 仃

二 n ~ 卜 . 一一一7 甲~ - 丁 - 一一一买
~ 吧二

,

二三策二歹于 二 :

’ “ ’

J 0

V 4 一 6 c o s Z夕十 bc o s
‘

(2扫) {
2

.

Y 二 Z 二 斌了T 的情形

在这种情形中
, a = 犷/ X = 2 ,

我们有
:

(
’

1
.

) 均 匀应力区

切= e o n s t

戈2 ) 非均匀应力区

(2
.

7 )

(2
.

1 1 )

、、.J..,,吸、

!
l,"

,1 十 3 e o s 2 8
仃

· ,
一 工劝4千

二

石百丽厄百不而丽吸动
,

口 _

二 + 下
~ ‘

‘

研 3 s in 2 0

斌孑干毛而介口+ 6 e 0 0 2

(2 0)

。 十
一。

* 。

:

买
斌 3 (3 + e o 8 2 0)

“
d o

a,2 澎万千后己丽2百干而石云叹2 0)

三
、 a > 2 的一般表达式

对于a > 2的情形
,
平衡方程为

〔‘’:

、8 in 。

豁
+ x s in 。

争
一 T
一

“

糯
,
一“

)
: 。0 5。

豁
一 : 。o 。。

备
一 T 。 , n 。

糯
坦一 。

)
(3

.

1 )



而H il l屈服条件则为
:

一 (a 一 2 )。军+ (a + 2 )a 邑+ a 二
,

, 1

其中

(3
.

2 )

一 (介签
一

攀卜
2

(3
.

3 )

如果我们取

1

汀a 一 2

·

sh 切
·

s in o, , 口
_ 1
二

一

又几
一

又
·

C n 切
·

S ln 。

拟 U 个 ‘

口
: 梦= C O 日。

则式(3
.

2) 恒被满足
。

。和中都只是e的函数
.

将式 (3
.

4) 代入式 (3
.

1)
,

我们就得到下列方程组
:

} (3
.

4 )

、、.里..

1
了.....‘1...1

2

切n口d
一d

X s in os in 。
h甲2 c h 职

.

s h

气示舀三乏十砂J+ 2

+ fx
。 , n 。。。。。 (考奥

+
一

奕箕、
+ : C 。s os in 。

L 、
丫 口一 乙 呵 口十 乙 ,

d 。

d 0

(3
.

5 )

y c 0 S 0 8 in 。

~

经丛丛鉴一旦丝里
一 、卫里

M a 一 2 斌 a + 2 Z d 夕

「
, , 。

1 s h中 e h 切

+ 1 1 c o s口c o s。 { 一, 于 一下一 几汽气L 、 叼 “ 一 ‘ 丫 “十 ‘

+ T s in 口s in 。
d 。

d 0

由式 (3
.

5) 得到下列两个应力区
:

1
.

均匀应力区 (d 切/ d o ~ O ,

d 。/ d o = 0)

在均 匀应力区内
, 我们有

。 = a 一, 切 = a Z

其巾a :

和a Z

是两个积分常数
.

(3
.

6 )

2
.

非均匀应力区 (d 。 / d o今 0 ,

d 切/ d e奔0)

非均匀应力区的存在条件是式 (3
.

5) 的系数行列式为零
,
即

1 _ “

卜片口 = 一
一 V

(3
.

7 )

式中

式中

“= X Y 8 in 2 0

。二 T 〔斌J初 (X o in
Z
口一 Y e o 。,

0)e h 尹+ 斌压二厄(X , in Ze+ y c o s 2 0)S h切二

从式 (3
.

7) 得到
:

U
.

口
5 In 口 = 十

一

书
;

气= =
一亏

二 .
C O S口 = 十 一

工二百=于 = 亏

一 V 那‘

十 U ‘
-

一 习 犷十口 -

从式 (3
.

5) 得到
:

} (3
.

8 )

(3
.

9 )

d 甲
.

P
J

万万
一

,
. 一
二

~

“ 口 叹

d 口
一

万石
一 = (3

,

1 0 )
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p = T [X s in
“
0 (2 + 2 8 h

“切一 材石〔还
.

)一 Y e o 习2
0 (a sh Z切一 材矛

~

二万
一

e h Z中)」

q = X , 5 in 2 0(斌苏雨 e h 甲 一 M反二厄。h 甲)

由式 (3
.

7) 和 (3
.

10 )中消去d 。/ d o
,

我们得到确定甲的一阶常微分方程为
:

d 甲 r

百e
一
二丁

4 1 1

}
(3

·

“ ,

(3
.

1 2 )

式中
r 二 2 〔X Y s in “0 (2 + Zs h Z甲一 斌 云丁二了)一 y

Z e o o 2
0 (a : h Z甲一斌了二 4 e h Z切)〕

·

[斌a

祝(X S in
2
0 + Y c o “2

口)c h甲+ 澎J二艺(X s in
,
0一 Y e o o 2

0 )。h 甲〕

一 X s‘n Z。(、反干
一

Zc h , 一

厕
。h , )

{华
。, n

Z

(2。)

}
(3

.

1 3 )
+ [斌反干2 (X s in

2
0 一 Y e o s “8)e h甲 + 斌石二 2 (X s in

“
0 + Y e o s “8 )s h甲〕

“

一 [X Y o in
2
0 (2 + Zsh Z甲一 斌石耍二 畜

一

)一 Y
Z e o 。,

0 (a s h Z切

一斌五厄二万e h Z切)〕
·

〔双万干乏(X s in
么
0一 Y e o s “0)s h 沪

+ 材反二豆(X s in Z夕+ y e o s “
9 )e h 切〕

求解一阶常微分方程 (3
.

1 1)
,

可以得到sh甲和 c h仍
.

将s h切和c h 中代入式(3
.

引
,

就可以

得到 s in 。和 c o s o
.

这样
,

,

我们就能 由式 (3
.

4) 得到非均匀应力区内的应力分量a : , a , , T 二 , .

如果裂纹尖端的各向异性塑性应力场存在着径向的应力间断线
, 则 文 献 〔1 〕中 的 式

(2
.

1 7 )、 (2
.

1 9 )保持有效
.

下面给出两种各向异性塑性特殊情形的静止平面应力裂纹尖端的应力场的一般表达式
.

1
. ‘

X = Z = 斌万T 的情形

在这种情形 中
,
我们有

:

( 1 ) 均匀应力区

。 = a l , 甲 = a Z

( 2 ) 非均匀应 力区

式 (3
.

7) 变为
:

(3
.

6 )

t g 。
犷了 s in 2 0

犷a + 2(a s in
2
0 一 e o s “

口)e h 沪 + 刚。一 2 (a s in
“
口+ e o 吕“0 )s h 切 (3

.

1 4 )

式(3
.

1 2) 形式上保持不变
,

而式 (3
.

1 3 )则变为
:

r = 2〔a s in 叨(2 + Zs h Z中一 斌五〔诬)一 e o s勿(a sh Z中一 寸
~

驴丁 4 e h Z甲) ]
·

〔斌 a 干2(a s 主n
2
0 + y e o s节)eh甲 + 斌a 二 2 (a s ln

“
0一 e o s “

0 )s h甲了

‘= a s in 2 0 (斌a + Ze h 甲一 材 a 一 2 8 h 切){3 s in
Z

(2 0)

+ [斌 a + 2 (a s in
“
0 一 e o s “8 )e h甲 + 斌a 一 2 (a s in

2
0 + e o s “0 )s h 切〕

“

}

一 [ a o in
2
0 (2 + Zs h Z甲一 心几三

‘二刁)一 e o s 么
。(a o h Z甲一 材五泛二 刁

一

e h Z甲)〕
·

[斌反干忍(a s in
“
口一 e o 。‘e)s h 甲+ 斌反二厄(a o in

“
e+ e o o Z

a)e h 切j

(3
.

1 5 )
了

lj
了

一
,

X
_ _

兵甲 a = 订户艺
。

I

2
.

Y = Z = 斌 宫T 的情形

在这种情形中
,
我们有

:
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( l ) 均匀应力区

。 = C l一 切尝 e :

( 2 ) 非均匀应力区

式 (3
.

7 )变为
:

(3
‘

6 )

、 _ 丫 3 s in 2 8
‘

别 = 斌反干2( o in
“口二。 c os 湘

c h切干奋石一 2( 云i宜匆干
~

‘王己石云七云雨毛h加 (3
.

16 )

式(3
.

1 2) 形式上保持不变
,
而式 (3

.

1 3 )则变为
:

r 二 Za 〔。in
么
夕(2 + Zsh Z甲一 犷 沪二

.

了)一 a e o s 见0 (a s h Z甲一 斌 万『二r
~

Ch Z甲)」
·

[斌d干它(。in
Z
夕+ a e o o 2

0)e h 中 + 心J二咬(。in
另
8 一 a e o s “

口、s h o l

S ” s i n 艺日气V a + Zc n 甲一 心 a 一 Zs n 切州 3 s l n
乙

(2口) J

+ 〔斌反干
一

2(s in
2
8 一 a e o s 2

0 )c h 甲 + 斌 a 二 2 ‘s in
2
0 + a e o s 2

8 )。h 甲〕
“

卜

一 a 〔s in
2
8 (2 + Z s h Z华一 V 云

2一 4 )一 a e o 8 2
8之a s h Z甲一 心 瓦, 二万e h Z甲)〕

’

[斌 ;再 2 (s in
2
0一 a e o s “0) 。h叨+ 心反二玄(s in

2
0 + a e o s Z

夕)e h卯J

(3
.

1 7 )

、1...里、fl.ll

其中
y

a = 万 > 2

四
、

各向异性塑性应力场

将a 二 2的特殊情形 X 二 Z 二 创了T 的各向异性塑性应力场的一般解析表达式用于静止平

面应力 I型和 I型 裂纹
,
我们就得到这些裂纹尖端 的各向异性塑性应力场的解析表达式

.

结

果表示如下
:

1
.

1 型裂纹

( 1 ) o《0簇3 5
0

1 2 ,

a
二 r = 0 5

口
十

一 (T 刊 (4
.

la )

( 2 ) 3 5
0

1 2
产

《8簇 1 4 4
“

4 4 尸

1 一 3 e o s 2 0
J

, 。

=
一, 二

一悦~ 一代 井
止 ‘ 一 _ 一 _

丫 4 一 6 e o 8 2口+ 6 e o s z

(2口)

双了

2

5 111 2 8
a _ ’

斌 乒而‘丽不万6石若布蒯
f夕

a 、
一。 、 。一 J。

:

斌 3 (3 一 e o 8 2 8)
2
d 0

承分4几石而诬百干碗丽咖南

(4
.

lb )

( 3 ) 1 4 4
0

4 4 ’

簇 8镇汀

a , , = O-
l

a _ = a 二
=

- : ,

艺
(4

.

le )

确定a 十 。

的公式为
:

心 3 (3 一 e o s Z夕)之d 夕

心硕二百己石死歹干万荻而行骊
(4

.

ld )

其中8 ; 二 3 5
“

1 2 声 ,
8 : = 1 4 4

0

4 4 产
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2
.

1 型裂纹

1) 第一种应力场

( ] ) 0 ( 8《3 5
0

1 2 ,
、

3 e o s 2 0一 1
a

· , 二砂 不二言乙6云玄百干后毛己云叱劝)

斌了 s in 2 0
a 一

“ 一一万
~

万飞二 百面死百干而面
2

刃含石)
- (4

.

Za )

斌
‘

3 (e o s 2 8 一 3 )
“
d o

汀4骊云万丽不万改元
厄万骊

2
一
,吕

口n厂...J

一一一十
b

( 2 ) 3 5
0
1

一

2 产

镇口《二

a
: , = 0 ,

a
_

二 a +
=

1

2
(4

.

Zb )

2) 第二种应力场

( 1 ) 0 ( 0成8 ,

a , 梦

仃 ~

3 e 0 5 2口一 1

一 材 4 石而丽乏百千6 c o s “
(2 0 )

斌 3 s in 2 0

二一厄 寻飞
二

二葱石丽乏歹不百石石护(丽j

a ‘
= 一

C
J o

斌 3 (e o s 2 0 一 3 )
“
d o

3 ‘2

斌4 一 6 e o s 2 0 + 6 e o 云2

万劝)

(4
.

3 a )

( 2 ) 6 ,
《口簇二一口

;

3 e o s 2 0一 l
a

, 。

~
/

_

-

一份
=

~
于二一二

二 二 二一 。 三 ) _

丫 4 一 b e o s Z分l + b c o s
‘

(艺口l )

a _

矿 3 s in 2 0
1

斌 4 ‘ 6己而丽
:

干已6 68
2 (2 0

;

)

斌 3 (e o s 2 0一 3 )
艺
d o

(4
.

3 b)

3“材 4 一 6 e o s Zo + 6 e o s ‘万厄丙

目”0�

I
J

一一一+a

、l
‘
.
,
七女

!

( 3 ) 二 一 0 工《0镇 1 4婆
0

4 4 尹
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