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摘 要

本文采用线场分析方法对理想弹塑性 ! 型准静态扩展裂纹进行了分析
.

本文的意义在于 突 破

了小范围屈服理论的限制
.

通过求得裂纹线附近塑性区应力和位移率的通解
,

并将此 通 解 (而不

是过去一直采用的特解 ) 与弹性场的精确解 (而不是线弹性奇异K 场)在裂纹线附近的弹塑性边界

上匹配
,

本文得出了裂纹线附近塑性区的应力变形场
、

塑性区的长度及弹塑性边界的单 位 法向量

的全新和精确解答
.

本文的分析放弃了小范屈服理论的所有近似假定并且不再附加任何其 它 的近

似假定
,

本文的结果在裂纹线附近是足够精确的
.

本文的结果表明
:

对理想弹塑性 l 型 准 静态扩

展裂纹
,

不存在
“

定常扩展状态
” ,

且裂纹线附近塑性应变不存在奇异性
.

本文还对裂纹稳定扩

展过程讨论了两种重要情形
.

关妞词 准静态扩展裂纹 裂纹线 弹塑性边界 精确解

一
、

引 言

A e h e n b a eh 和 D u n a y e v o k y 【‘’以及G u o 和 L i仁
“’
对理想弹塑性 l 型 (即反平面) 准

静态扩展裂纹裂纹线附近的应力和变形场进行了研究
.

但是他们的结果是在小范围屈服理论

近似假定的基础上得到的
.

小范围屈服理论假定
:
裂纹前

广 、

塑性区很小
, 塑性区外的弹性场

为裂纹的线弹性奇异K 场 ,
且塑性区的存在使得裂纹的弹性场沿裂纹线向前移动了一微小距

离
.

显然文 [ 1〕
、

〔2 」的结果仅在塑性区足够小的情况下才近 似成立
.

但是
,
对裂纹起裂后的

持续扩展过程
,

其外载
:
都比较大

,
基于小范围屈服条件的解答必然会引起较大误差

.

作者

本人在文〔3〕和〔4〕中
, 分别对理想弹塑性 l 型 准静态扩展裂 纹和静止裂纹作了更进一步的分

析
.

文〔3〕和文口〕不再按小范围屈服理论取裂纹的线弹性奇异K 场为塑性区外的弹性场
,
而

是直接将无限板裂纹的精确弹性场 (即W es 七er g a a r d 弹性场) 与塑性场在裂纹线附近进行

匹配 , 因此文〔3〕
、

〔4〕的结果比文〔lj
、

〔2」更合理
.

但是
,
文〔3」

、

〔4」的分析仍没有放弃小

范围屈服理论的另一近似假定
,
也就是说文〔3〕

、

「4〕仍采用了塑性区的存在使弹性场沿裂坟

线移动了一距离这一假定
.

因此文〔3〕
、

〔4 〕的结果仍然只在塑性区足够小的情况下才近似成

立
.

进一步的分析表明
:
文〔3〕

、

〔们之所以未能放弃小范围屈服关于弹性场应沿裂纹线移动

.

黄寿曾推荐
.
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一距离这一近似假定的根本原因
, 是采用了一个不恰当的塑性应力和变形场

,
这一不恰当场

只不过是塑性场的一个特解
,
而并不是通解

.

因此从本质上讲
,
文 〔1

一

、 4」的 结果都是不恰

当的
.

本文将求得塑性场的通解并使之与弹性精确场在裂纹线附近直接匹配而得出结果
.

本文

的分析完全放弃了小范围屈服理论的近似假定
, 并且不再附加任何其它近似假定

,
本文的结

果在裂纹线附近是足够精确的
,
本文并得出了一些重要结论

.

二
、

基 本 方 程

对图 1 或图 2 所示理想弹塑性 l 型准静态扩展裂纹
, 固定坐标系 二 , , 二2 , 二。以裂纹中心为

原点
, x 。

平行于裂纹面
, 运动坐标系 x ,

,
, : 以运动裂纹尖端为原点

, x , , , z
分别平行于二 : ,

x : , x 。 ,

裂尖位置为二 : = 。(约
.

不为零的应力分量和位移分量为
: 二 : , : , : 和田

, : : : , : , :

和功仅为

二和 , 的函数
.

平衡方程和M is e s 屈服条件分别为

一一
Z一r卜工y

r一�da一a r
, ,

一 下
二二一 十

O X

嵘
:
+ r

;
:
= 扩

式中寿为剪切屈服极限
.

应变率定义为

a功
。

口功
丫

二 :
= 一五二一 ,

下, : 二 5 二
口x ”

, 一
口夕

塑性流动理论的 P r a n d七1一R e u 。。 方程为

宁
: :
= 亡

: :

/ ‘+ 孟
二 : 二

宁
, :
= 云 , :

/ ‘+ 人
: , :

式中G 为剪切弹性模量
, 久为塑性流动因子

.

以上各式中时间的物质导数为

( 2
.

1 )

( 2
.

2 )

( 2
.

3 a
,

b )

( 2
.

4 a )

( 2
.

4 b )

a ( )
二 O (

—
一 U 一

~

又
一

d t d 劣
( 2

.

5 )

式中
, 。= d a/ dt 为裂纹扩展速度

.

三
、

裂纹线附近的应力和变形场

如前面所述
,
我们将采用弹性精确场 ( 而不是线弹性奇异K 场) 与塑性场匹配

.

对图1示

l 型中心裂纹无限板
,
采用 W e 。七er g a a r d 复 应 力函数

, 则可求得该问题既满足裂纹面边

界条件又满足远场边界条件的弹性精确场
,
将求得的弹性精确应力和位移场按小 0 的幂级数

展开到裂纹线附近 (与文 [3 」
、

〔4〕类似 )
,
得

‘

一而局〔
一

犷
犷一

一
、戒氛雨l

(·干·

卜

r ( a + r )
2 ( Za + r )

Za Zr + a 3

2 ( Z a + r )
2

」
“+ o (“

3
’ ( 3

.

l a )

·

。
2

}
+ O (“

‘

, ( 3
.

]
_

b )

一

于以砍丽干门
·

〔景令〕
“+ 。(“

3

’ ( 3
.

2 )
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}川议
r

气
二乙记几旦夕、仕 , 苏

, 劣 .

(3
.

均
、

(3
.

2) 式在裂纹线附近
:

, 0 至 r 。闪邻域是精确

的
。

在裂纹线附近的塑 性 区 , 刀/二 《 1 , 0 < x ( 介
, x ,

为 裂

纹的弹塑性边界
,
由各场量关于刀= 0 的对称性和反对称性

,

可将各场量展为

f
_

! 矛
‘。 -

~
a . , 、

-

‘ T ” 二

T 1

了0

公公公匆 O 公公公

劝 一 功 l

(戈

孟== 入
。

(x

, t)g + O (, 3

)

, 才)+ r Z

(x
, t)夕

”+ O (夕4 )
, 了), + O (, 3

)

, 才、+ 只
:

(劣
, t)9

2
+ O (夕

4
)

图 1 111 型中心裂纹无限板 将 (3
.

3 )~ (3
.

5 )式代入 (2
.

1 )、 (2
.

5 )式
,

(3
.

3 a )

(3
.

3 b )

(3
.

4 )

(3
.

5 )

由 刀的同次幂

X戈了f

系数相等可得一组方程
,
解这组方程可得

T 。二 k
, T l = 一

k

劣 + L (t)
(3 一6 a

,
b

, e )

、 ,
一

刽
一

垦粼:}In [戈 + L (矛)〕+

秃

〔义 + L (t)〕
“

A (t ) 几1
戈 + L (才)

(3 7 )

将 (3
.

6)
、

(3
.

7 )式代入 (3
.

3)
、

(3
.

4) 式即得塑性区内的应力和位移率为

k

劣十 L (才)
“+ O (万

3

) 几
.

sa )

1

了 。 ,

二 k 一 宁
艺

k

[戈 + L (*) ]
“
刀2 + O 〔刀

‘

) (3
.

sb )

k f 吞一工(t)
、 _ , . 二 ,

.

、 ,
.

A (t ) 、
,

。
, , 、

w ‘
一 J 飞一 死干乙亩

‘n 上戈 + 儿 t‘)」+
一

; 不石亩了
“十 口、”

一

, (3
.

9 )

式中A (t )和L (约为积分常数
.

而文【2〕
、

【3〕的相应结果为

r

一飞
。+ 。(, )

· , :
一 “一

宁
一

童
、 。2十 。(。

4

)

‘ 1
一

浮!
一

皇
In · +

代
‘沙〕

。+ 。(。
3

)

(3
,

1
.

0 a )

(3
.

1 0 b )

(3
.

1 1 )

比较 (3
.

8 )
、

(3
.

9 )与(3
,

1 0 )
、

(3
,

1 ] )发现
, (3

.

] 0 )和 (3
.

1 1 )式忽略了一积分常数L (t )
.

因

此(3
.

10 )和 (3
.

1 1) 式仅为塑性区内应力和位移率在裂纹线附近邻域的一个特解
,
而(3

.

8 )和

(3
;

9) 式才是通解
.

文〔3] 未能从根本上放弃小范围屈服理论关于塑性区的存在将使弹性场沿

裂纹线移动一距离的假定的根本原因正是采用了塑 性区的特解 (3
.

10 )和 (3
.

1 1 )式
.

这里我们必须指出
, 过去一直认为正确的且一直采用的 (比如文 仁1丁采用的 ) 塑性区的

应力分量为
r 二 :

二 一k s in 价, : , :
= k e o s叻 (3

.

1 2 a ,
b )

式中劝二 a r c t g (g / 二)为极角
.

事实上
,
式 (3

.

1 2 a ,

b )仅为满足平衡方程 (2
.

1) 和屈服条件(2
.

2) 式的一个特解而不是通

解
.

如果将(3
.

1 2 a ,

b 飞按小 , 的幂级数展
.

开到裂纹线附近即得(3
.

10 a ,

b) 式
.

文〔2〕和文〔3 J有



坚士心
.

易一

意忽略积分常数L (t)正是为了使 (3
.

1o a ,

b )与 (3
.

1 2 a ,
b )一致

.

因此取 (3
.

1 2 a ,

b )或(3
.

, o a ,

b )式为塑性区的应力场是不 洽当的
.

如果将 (3
.

1 2a
,

b )或 (3
.

10 a ,

b) 式与弹性应力场 (无论

是K 场还是精确场) 匹配,
就必须采用塑性区的存在将使弹性场沿裂纹线移动一距离这一近

似假定
, 否则便得不到结果

.

文〔3 」采用了这一不恰当的塑性应力场
, 因此文仁3 ]不能从根木

上放弃小范围屈服理论
.

满足平衡方程和屈服条件的塑性应力场
: : :

和 : ; :

的通解虽然很难求得
,
但通过本文的做

法却容易求得其仅在裂纹线附近的通 解 (3
.

8)

式和与其相应的位移率 (3
.

9 )式
.

如果将(3
.

8 )

和 (3
.

9) 式与弹性场匹配
,

就无须再作塑性区

的存在将使弹性场沿裂纹线移动一距离这一近

似假定
.

裂纹线附近的弹塑性边界如图 2 所示
, 此

一一
r

东以以
图2 运动裂纹尖端及裂纹线附近的弹塑性边界

时我们不再假定弹性场沿裂纹线移动一距离
.

由弹塑性边界
: ~ : , (e

,

约关于裂纹线对于口= o的

对称性
,
对于一个小 0 有

r ,

(0
, t) = r 。(才) + r :

(t)口
2 + O (8

4

) (3
.

2 3 )

由此可得弹塑性边界上任一点的单位法向量拜 = (。
: , , ,

)为
n :

= 1 一 B : 0
么

/ 2 + O (0 4 ) (3
.

1 4 a )

” ,
二 B

,
0 + O (8

3

) (3
.

1 4 b )

式中

B , = 1 一 Z r : / r
。

(3
.

15 )

在弹塑性边界上

(3
.

16 a )少O+
n仔

、.,/1一2
一

八一r0
/‘.、

r十犷一一X

夕= r 0
6 + O (0

5

) (3
.

1 6 b )

弹塑性边界上应力的法向分量a 。

和切向分量a 。

分别为

a ,

~ : : z n :

+ r , z 打, , 。 。
= 了: z n , 一 : , : n ,

(3
.

1 7 a ,
b )

将(3
.

1
‘

)
、

(3
.

1 3) 和 (3
.

1 4) 式代入 (3
.

片)式 ,
可以得到弹 性区应力无限趋于弹塑性边界的

a
,

和 a 。 ,
将(3

.

5)
,

(3
.

1 4 )和 (3
.

巧)式代入 (3
.

1 7) 式 ,
可 以得到塑性区应力无限趋于弹塑性

边界上的a
。

和 a
, .

由弹塑性边界上应力的法向分量二
二

和切向分量 a
二

的连续性
, 比较等式两

端 e的常数项少
,

一次项 01 及二次项少的系数相等得
r 。)

一
下 笃 = 二 尺

十 r 。)
(3

.

1 8 )
十2aa

护
r
t试ra

一

斌

、

,2、J
J

OU八U飞上O‘
C 一 r o

2 (a + r 。)

r o

2 (Za + r 。)

r 。

r 。十 L

Za Zr o + a 3

(Za + r 。)
“

(a + r 。)

十
妈奥缪幸二心
r 。又乙口一 r o )

2 r 2

a 十 r 。 (r
。+场

我们可以验证
,
此时弹性应力场 (3

.

]) 式在弹塑性边界上正好满足屈服条件 (2
.

2) 式的

条件
.

求解 (3
.

18 )至 (3
.

20 )式可得

,r
。

(t )= 二 ,

(t )= a (双牙7味花下
乏)一 1 ) (3

.

2 1 )
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L (‘,一〔了示头{(馨毕
‘

)
+ 1

〕 (3
.

2 2 )

r Z

(才)
r 。(t) 了

矿一 T Z

k
2

k

k + 斌k
‘

一云
2 (3

.

2 3 )

式中
r 。(t) = x ,

(约为弹塑性边界在裂纹线上的长度
, a 二 a( 灼

, : = 《约为时伺 公的函数
.

由于本文是采用弹性场的精确解与塑性场的通解匹配
,
并且没有附加任何近似假定

, 因

此式(3
.

21 )、 (3
.

2 3) 是足够精确的
.

按文 [3 〕的做法
,
如果取塑性区应力场的特解(3

.

1 0) 式与弹性场的精确解 (3
.

1) 在裂纹线

附近的弹塑性边界上匹配
,
就必须假定弹性场沿裂纹线移动了一距离 丸

.

文 〔3〕的 结 果 表

明 , 随 着外载
二
的增加

, 二
。

会增加
, 当二

趋近于 k时 , x 。

会趋于无穷大
,
显然这样的结果是不

恰当的
。

z户
I,l/

图3是本文的朴 /a 随
: / 吞的变化和文 [1 、 3〕

的相应结果的比较
.

、

将(3
.

23 )代入 (3
.

1
一

4) 和 (3
.

巧)我们可以得

到裂纹线附近弹塑性边界的单位法向量
.

本文

的结果表 明
, 随着外载

二
的逐渐增加

,
裂纹线

附近弹塑性边界的曲率会逐 渐 变大
,
可 以预

测
,
弹塑性边界的形状会随外载

T (r 《k) 的增
一

加逐渐由近似的圆形变成扁平图形
.

由(3
.

2 )和 (2
.

5) 式 ,
我们可以求得弹性区

的位移率 劝 , 由弹性区位移率和塑 性区位移率

在弹塑性边界上的连续性
,
可解得 (3

.

9) 式中

的待定常数

A (t) = (。一工)In (r
。
+ L )+ (。+ 户。

)

2
.

0

1
.

5

1
.

0

0
.

5

0

x , / a
‘

月脚臼. . 本文结果

文〔3〕结果

se 文〔1 〕{[ 2〕

结果

/

北 叮介

0
.

?
’

图 3

0 4 0 6 0
_

8 1
.

0

二刃a 随叮为的变化

于是由 (3
.

9) 和 (3
.

24 )莽可求得裂纹线上塑性区的应变率
,

分即得裂纹线上塑性区的应变为 (才》 t ,

) :

(3
.

2 4 )

将求得的应变率对时间 t 积

: , :

(二 : , 。, , )一

乡
·

豁:
,

{
劣 ; 一 a (t) + L (t)

% , 一 a (t) + L (t)
r 。

(t) + L (t)
n

, .上
尸..1
胜�

竿
一

繁
)
一

卜票 朴全劣上〕}
dt ( 3

.

2 5 )

上式 已变换到了固定坐标系中
, 式中x ,

二二 十 a( t)
, t,
为弹塑性边界到达x ,

且塑性应变开

始积累的时间
.

由(3
.

25 )式可以看出
, 塑性应变没有奇异性

,
这和以前的结果 是 完全 不同

的
.

以前的结果由于忽略了积分常数L (约,
因而其结果有奇异性

.

本文的结果才是正确的
.

式 ( 3
.

2 5 )中的 户。( f ) = d : 。( , ) / d 才
,
上。) == d L。) / d ,可以通过 ( 3

.

2 1 ) 和 ( 3
.

2 2 )对时间的导

数表示成
「 吞

_

, 「 丫k. 分 〕

,
。

(t) 一 “
L万丽丁万

二一 ‘」十
“

L不兀平
‘

)万再〔弃」

上(‘, 一 “

[
k

斌秃空二王厂(零攀
1 )

+ 1

〕
+ ·

「万箭纂未寒下〕

( 3
.

2 6 )

( 3
.

2 7 )

其中
, a = d a/ 击

,
分= d 叮dt

.
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定常扩展状态是假想的裂纹稳定扩展过程中的一种理想状态
.

所谓定常扩展状态是指
:

对于一个跟随裂尖一起运动的观察者来说
,
所有各场量是不随时间变化的

.

显然对于定常扩

展状态应该有。一 F = 常数
, * 。

(t ) 二 0 ,

主(t ) 二 0
.

由 (3
.

2 6 )和 (3
.

2 7) 可知
, 要同时满足礼 (t ) 二

0和工(t ) = 0 是不可能的
.

因而很多研究者曾专门研究过的定常扩展状态
,
对本文研究的 l 型

准静态扩展裂纹是不存在的
.

下面我们对裂纹稳定扩展过程讨论两种重要的特殊情形
.

第一种情形是载荷变化率 分= 0 而裂纹继续扩展而不会停止 ( 即 。牛 0) 的情形
.

当裂纹

起裂后
,
要使裂纹继续扩展就必须不断地增加外 载

: .

但在裂纹扩展过程中
, 裂纹每扩展一

确定的△
a
长度所需的载荷增长量△

:
却将随裂纹的扩展而逐渐降低

.

当外载
T增大到某一极限

值 : = : 。

(常数 ) 后 , 只要保持
: = 介不变

, 裂纹则会保持继续扩展而不
t

会停止
,
除非将

:
降

低
.

因此这种情形非常重要
,
可以认为

: 。

为一临界值
,
它是保持裂纹扩展而不会停止的最小

外载
.

将云= o , r ~ 二。和 。姜 。代入 ( 3
.

26 )和 ( 3
.

2 7) 式然后再代入 ( 3
.

2 5) 式即得此情形裂纹线

上塑性区的应变
.

第二种情形是保持裂纹以等 速 。= F (常数 ) 扩展的情形
.

要使裂纹保持等速扩展
,
外

载必须满足一定条件
.

将 d = v代入 (3
.

2 6) 和 (3
.

2 7) 式即得此情形的 , 。(约 和 丈(约
,
然后将

* 。(t )
, : 。(t )和主(t )

, L (t )代入 (3
.

25 )式即得此情形裂纹线上塑性区的应变
.

我们可以将 M CCl in 七o c k 和 Ir w i n ‘5〕
建议的裂纹稳定扩展准则用于本文的问题

.

这个

稳定扩展准则是指
:
当裂纹前缘一确定距离 为 处的塑性应变值达到临界临

。, 后裂纹就会扩

展
,
如果塑性应变在 二 :

= a( 约 + 劣 ,
处的值小于

。, , 则裂纹停止扩展
.

但所得积分 方程较难求

得解析解
,

可针对具体问题进行数值分析或实验研究
.

四
、

结 论

通过本文的分析我们可 以得出如下结论
:

( i ) 本文的结果在裂 纹线附近邻域是足够精确的
.

( ii ) 由于以前的分析采用了塑性场的特解
, 因此其结果是不恰当的

.

(i ii ) 从式 ( 3
.

5) 和 ( 3
.

25 )我们发现
, 裂纹线附近塑性区的应力和应变不存在奇异性

,

这与以前的结果是完全不同的
.

本文的结果和以前的结果都是在小应变条件下得出的
,
所得

应变应无奇 异性
.

因此本文得到的应变无奇异性的解是合理的
,
而以前的结果却和小应变条

件矛盾
.

导致以前所得应变奇异性解的根本原 因是不恰当地采用了塑性场的特解
.

( i v ) 对准静态反平面扩展裂纹
, 以前曾被许多研究者专门研究过的所谓

“

定常扩展状

态
”

是不存在的
.

本文对稳定扩展过程讨论了两种重要和有意义的特殊情形
.
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