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摘 要

本文采用积分变换的方法
,

找到了一类非牛顿流体在环形管道中不定常流动的解析解
,

并进

行了数值计算
,

详尽分析了非牛顿性系数和其他各参数对二阶流体不定常流动的影响
.

指出当二

阶流体非牛顿系数相同时
,

环管流与一般管流相比达到稳定的特征时间较短
,

并且相应的速度分

布
、

平均速度分布的数值均较小
,

在外半径相同时
,

环管流内壁的剪应力较之一般管流
,

其大小

随内半径的大小而变
,

环管流的外壁剪应力总相应地小于内壁剪应力
.

关. 饲 二阶流体 环管 非牛顿系数 几何因子 流动特征 积分变换

一
、

RlJ 吕

流体流动的非牛顿性
,

已在许多工程问题 中
,

如管道设计
、

石油运输
、

高分子化学和聚

合物加工等
,

愈来愈受到人们的重视
,

成为影响工程设计的不可忽视的重要因素之一 由于

实际过程中影响流动的因素很多
,

如果不加以适当的简化
,

即便是数值计算也会遇到很大的

困难
.

韩式方
〔‘l「“’

等曾对二阶非牛顿流体的一般管流和环管流的非定常流孤 用变分近似方

法进行了探讨 , 刘慈群
、

黄军旗
〔3 ,
曾对二阶非牛顿流体的一般非定常管流进行分析并得到了

解析解
.

本文则对二阶非定常流体在环管中的非定常流动作了细致分振 得到 了简洁的解析

结果
,

这些结果
,
在特殊情况下实际上包括了上述有关结果

,

可为有关的工程问题提供简便可

行的分析
、

比较依据
.

二
、

数学模型及其解析结果

1
.

甚本方程

根据非牛顿流体力学的基本理论
,

二阶流体的本构方程为
〔端了:

T二 , 。A : + 夕
, A受+ 口

: AZ (2
.

1 )

这里 , 。

是特征粘度
, T是应力张量

, A ,和 A :
分别是一阶和二阶R iv h n召ri c k se n 张量

,

口
:和风是二阶非牛顿流体的物质常数

.

对环管非定常流
,

在流动为粘性层流流动的情况
,

可 以假定只有沿轴向
: 的速度分量。不

为零
,

且该速度分量只与半径
r
有关

,

即 :
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叨一 切(r
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(2
.

2 )

“

一
。,

需
一

器
一 。

从(2
.

2) 和 (2
.

3) 容易导出运动方程为 ,

(2
.

3 )

口田 口P
p

丽
一

“ 一毛落
1 口

十 一 下
r O r

(r了 (2
.

4 )

(2
.

2) 和 (2
.

3) 代入 (2
.

1) 式可以得到如下动量方程组
:

· , ,

一刀
工

(粤 )
+ 2刀

2

(留)
丫初“ T : 。~ r , 。二O

。 了 d田 \
T z z

= P l l
户

气不 ,一 刃
、 a r /

(2
.

5 )

(2
.

6 )

(2
.

7 )

/ 口田 、 。 口 / 口叨 、
丁 , “

“价 气后于
一

夕十脚厨气几升 )
(2

.

8 )

将 (2
.

8) 代入运动方程 (2
.

4 )便得到此问题的基本控制方程为
:

了 口功 、
.

。 口 「 1 口 Z 日田 \〕

气
犷

万厂 ) 十八丽 L下 厉 气
犷
笼万

~

月
(2

.

9 )
a一少]一r

十旦些
_

二 _ 卫立
口t 口z

定解条件为初始时刻速度为零
,

内外两壁遵循无滑移条件
,

即
:

「 。(r
, , t)二 0

之w (r
Z , t)二 o

L 功(r
, 0 )“ O

这里
; ,

和八分别是环管的内半径与外半径
.

引进下列无量纲参数
:

(2
.

1 0 )

(2
.

1 1 )

(2
.

1 2 )

x 一 r / r Z ,

刀= r , / r Z ,

T 二仇t/ Pr 委
,

H
。
~ 刀

: / p r ;
,

一
。。田/

l
· ;
(器)」

,
F

一小(节 )」
该问题的数学模型简化为如下定解问题

:

{
au 闷 .

1 日 1 au \
、 t ,

日 「1 口 l 艺“ \飞
人扮

,

= 1 十一
-
二一一 戈一又一一 , 十月

c 一不币
一

l一—
. X

—
口l

口 1 X O X 、 O X I O Z L X X \ ‘
X / J

“(1
,

T )二“(刀
,

T )二 0

“(%
, 0 ) = 0

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

(2
.

1 5 )

2
.

问题的求解

对于上面的定解问题我们可以找到其核函数为
:

R
。

(p
o x )二 J

。

(p
, x )y 。(p

二

)一 J
。

(户
,

)Y
。

(p
, 劣)

这里J
。

(劝和 y
。

(劝分别为第一和第二类B e o se l函数
,
八为下列特征方程 的根

:

J
。

(p
, 叮)Ir

。

(p
,

)一 J
。

(p
。

)Y
。

(p
,

刀)= o (n = 1 , 2 ,
⋯

,

co )

特征函数 R
。

(Pn 幻在对应边界条件下的范数为
:

(2
.

16 )

(2
.

1 7 )

] 汀2

N (p i-) 一丁

户君J孟(p
,

J I(P
。粉)一 J

专)

云(P
(2

.

1 8 )
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利用核函数 R
。

(八x) 对定解问题在区间 助
,

门

(2
.

1 7 )及B e s s e l函数的性质
:

朗斯基关系
【6 ’:

J ; (义 )二 一 J
;

(x )
,

上施行 H a n k el 变换
,

并 利 用 关系式

Y 二(x )二 一 Y
;

(戈 ) (2
.

」习)

J
。

(p
。

)Y ; (p
,

)一 y
。

(p
。

)J二(p
,

) = 2 / 二P
二

可以得到如下简洁的结果
:

(2
.

2 0 )

。(x
,

T )= 二
艺
几 二 玉

J
。

(p
。叮)

J
。

(p
u 刀) + J

。

(p
。

)

·

责l卜
·、 p

(
一了

簇
云)]

·

R
。

(p二 ,

(2
.

2 1 )

另外
,

若把原问题的解分解成两部分
:

:‘(x
,

T )一 u ;

(梅 T ) + u :

(x
,

T )

其中
, 。,

(x
,

T )= 〔(1 一 x Z

)一 (1一刀
2

)
·

In x /l n 刁〕/ 4代表非齐次方程的特膝
u Z

(二
,

T )代表齐

次初始问题的膝 原问题的解还可以表成
:

。(二
,

: )= 粤[ (: 一 二2

)一 (〕一。
2

)
.

In x zln 。〕
任

J
。
tP

。叮)
J
。

(p
。叮) + J

。

(户
。

) 户才

e x p

(
- P孟T

1 + H
。P孟)

·

“
。

(p
·
“)如E祠

兀一

(2
.

2 2 )

这实际上证明了如下的恒等式
:

专[
“一

“, 一 (‘一 , 2

,

{器」一霓
J
。

(户
。 , )

J。(P
。口) + J

。

(P
。

)

R
。

(p
二x )

P 乏
(2

.

2 3 )

依(2
.

2) 和 (2
.

22 )式可以导 出剪切应力和平均流速分布
:

剪切应力分布为
:

F 一鱼
口X

二二二

一兀

a / au \

a T 、ax /

J
。

(户
。 , )

(P
。 , ) + J

。

(P
。

)
1 一

1

1 + H
。P孟

O�O
JJJ十的工卜

’

“x p

(
- P盖T

1 + H
。 P三)」

R l ( p
·‘, ( 2

.

2 4 )

这里R , ( p声) 是下列函数
:

R , ( p
. x ) = J , ( p

o x ) Y
。

( p
。

) 一J 。

( p
。

) Y
:
(p

。戈) (2
.

2 5 )

或者
二

一粤
〔2二 + ( 1 一 。

2

)z (二I n 。) :
任

J
。

( p
。 , ) R

,

( P
o x ) P孟T

J
。

(户
二 , ) + J

。

( p
。

) p 。

( 1 + H
。p 孟) 1 + H

。

P孟)
( 2

·

26 ,
一

/‘.、

P

.

X

,e

。E�兀+

平均流速随时 间的变化公式为
:

·。 一

寿伽
叙
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、
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1 一刁2
矛!0( 夕,笙犷卫

,

忿 J
。

(p
。刀) + 了。黯

一

责
·

卜一
p

(
P君T

1 + H
。 P柔

或者
:

一

;
一

〔1 + 。?
+ (: 一 。

2

)/ In 。:

一 ‘

霓于关黑粼:{之{
1 Z

万 函7 不
.

二 , 不 e X p 吸
尸

二
气l 一 ,l

一
) 、

P孟T
一丁不峨

.

户
(2

.

2 7 )

3
.

对几种特殊情形的讨论

( i ) H
。
~ 0的情况

H
。
一 。表明流体的非牛顿性消失

,

这时的解可以表达成如下形式
:

u (%
,

T )
一半[ (; 一 二 ,

)一 (1一 。2

)In 二zln 。:
任

_

拼 J
。

(p
。刁)

一
“’

么
.

了蕊户而)千,
。

(。
,

)

R
。

(p
o x )

P君

·

e x p (一 p 二T ) (2
.

2 8 )

可以看出这正是牛顿流体的环管流动解
.

ii ) T 、 co 的情况

一 丫。
_ _ _ 。 二 _ _ ,

_ 了 川 T 、
_
八

、 * * , * 二 二 二二
、

、 *
, 、
、二 、丫 * 。、

田 勺一 1

, ~ 浏 , U 入F 吸一 万一i币西份二 夕, u, 〕类边又
、

男
T

叨刀艺 jJ Z又
‘
1

1闷J划〕类之免刃 邓 火习正三刁
.

囚匕 币 1且 ,

、 工 门 . 上 J O尸
耳 I

并且这个定常值不依赖 于非牛顿流体的特性而与牛顿流体的结果相一致
.

(111) 刀”0的情形

当刀” o时
,

由第二类B e o s el 函数在零点附近的性质可知
:

J
。

(p
。

叮)、 1 ,

}Y
。

(p
。 , ) }》 }Y

。
(p

,

) }

于是原特征方程 (2
.

1 7) 便退化为
:

Y
。

(P礴)J
。

(p
,

)一 o 或者 J
。

(p
n

)二 o

特征函数又2
.

16 )式便退化成
:

R
。

(p
二x ) ~ J。(尸

n 二 )Y
。

(p
二

)
,

另外
,

由朗斯基 (R o o k y )关系(2
.

2 0 )及 (2
.

1 9 )可得
:

y
。

(户
。

) = 2 / 二户
二

J : (户
。

)

在推 导 (2
.

3 1 )和 (2
.

32 )的过程中均用到了(2
.

30 )
.

于是
,

(2
.

3 2 )代入 (2
.

3 1 )可将R ; (p
o
x )表成

:

R
。

(p
,
二 )一 ZJ

。

(p
, x )/ 二 p

,

J
:

(p
。

)

刀户o还有
: (1 一 , 2

)/ In 叮。 o

,
,

~
_ 。 八 、

J 。(p
。刀、

利用 弋2
.

3 0 ) : ;
一

万二七厂
’

‘

r’* 又一 、

、 1,l’。用
、 。

一
, ;

了。(户
。。)+ J

。

(p
。

) “

(2
.

3 3 )
、

(2
.

3凌)
、

(2
.

3 5 )代入原问题的解便有

(2
.

2 9 )

弋2
.

3 0 )

(2
.

3 1 )

(2几3 2 )

(2
.

3 3 )

(2
.

3 4 )

(2
.

3 5 )

·(一 丁, 一

合
‘,

一
, 一 2

霓
I J

。

灭
一 ‘

一

了
(P

。劣 )
,

(P
。

)

_ _

l p 之了 、
e x p 气- i耳万不: )

(2
.

3 6 )
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可以看到仁2
.

3 0) 和 (2
.

3 4 )正是文献〔3〕中的结果
.

但同时应当注意
,

由于刃” o时环管流必

须满足内边界
,

上述的讨论应排除二一 0这一点
.

三
、

数值结果及分析

我们对二阶非牛顿流体环管不定常流动的速度
、

剪切应力 (轴向分量 ) 及平均速度的分

布作了数值计算
,

并考虑了不同的非牛顿系数H
。

和内外半径之比叮的变化对流动的影响
.

从

这些结果可以清楚地看到二阶非牛顿流体各物理量的特征与牛顿流体的明显差别
.

表1列出了

不同的叮值下特征函数 R
。

(八劝 的前十个特征根
,

可以看 出 , 增大时对应的特征根亦随之增

大
.

一4几
,月伟甲
矛

4一334巧31

裹1

下
0

·

1
·

}
0. 2 }

不同 刀值下特征函教R 0( p礴 )的前十个根

_

:
_

_

⋯⋯
”

·

“1 3 9 7
⋯6

·

“5 74 9}1 0
·

”7 7 4

“
·

8 1 58 8
⋯
7

·

78 5 5 8 }11
·

7 3 2 1

4
·

4 1 2 4 2 }8
·

9 32 7 0 13
·

4 3 4 2

1 5
·

“9 8 1 23 1
·

4 , 09 ⋯
4 7

·

1 2 0 6

3 1
.

4 1 16
’

6 2
.

82 9 7 」9 4
.

2 46 3

⋯
一

⋯⋯
一

⋯
}
1 3

·

88 6 5
⋯
王7

·

”8 9 7
1
“0

·

889 4 .

⋯
1 5

·

6 7 02 }
1 9

4

6 04 1}
“3

·

53 6 0⋯
}
工7

·

9 2 9 2}“2
·

4 21 7
{
2 6

·

9 1 2 6
⋯

⋯
“2

·

“2 9 4⋯
78

·

”3 7 8⋯
9 4

·

2 4 6 1
1

{1 2 5
·

6 6 3 {1 5 7
·

0 79 1188
·

4 95 {

24
.

3 86 8

2 7
.

4 66 7

3 1
.

4 0 2 7

1 09
.

95 4

2 1 9
.

9 1 1

2 7
.

882 9

3 1
.

3 9 6 4

3 5
.

89 2 4

1 2 5
.

6 6 2

2 5 1
.

32 7

3 1
.

3 7 79

3 5
.

3 2 5 5

4 0
.

3 8 1 7

1 4 1
.

3 7 0

2 82
.

7 4 3

87 2 1

2 5 4 2

8 7 0 7

0 7 9

1 5 9

份JO八n叨

⋯
n八n11U

随叮的增大
,

相应 特征根增大
.

表2 刀= i x io 一s

时R 。
(p 碑 )和了

。
(p

。

)。 o的前+ 个根

ppp 111 P 222 P ,, P ---

{{{{{{ P 777 户aaa

}}}
111111111111

一 ⋯⋯⋯
”‘ 。。。。 P , P i ooo

22222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222222 7
·

6 4 0 44 J 3。
·

7 83。。。。222
·

52 2 9 3
。

5
·

64 75 5 } 8
·

786 3 555 1 1
.

9 2 7777 1 5
.

0 70 000 1 8
·

2 1 2 5 } 2 1
·

3 5 , 000 24
.

4 9 7 777 2 7 6 4 0 4 )4 一3 0
·

6 3 4 ,83 000

222
·

4 04 7 5 5
·

5 2 01 2 一8
·

6 5 3 7 777 1 1
.

7 9 1 555 1 4
.

93 0888 1 8
.

0 7 1 0 2 1
.

2 1 1 777 2 4
.

3 52 444 } 2 7
·

4 9 3 4 }}}1 3 0
·

6 3 4 ,,

表2表明
, , 很小时R 。(八哟 二。和J

。

(p
,

)一O的根十分接近
.

将计算结果绘成图 1、7 ,

分析有如下结论
:

」二 在相同的环管形状下 (, 相同)
,

随着流体非牛顿系数 H
。

的增丸 在起动后同一时刻

速度分布趋于平缓
,

但最大速度的位置只与环管形状有关
,

一般说来最大速度的位置总是较

靠近内壁
.

2
.

通常的计算电 级数求和只取前一两项即可
,

因此流动达到稳定的时 间也只取决于

前一两项
.

由于环管流动与一般管流比
,

对应的特征根较大
,

比较它们流动的特征时间
:

T
夕
二H

。

+ 1/ p ,

在相同非牛顿系数时
,

环管流较一般管流略短一些
.

3
.

对几何形状相同的环管 (, 相同)
,

任一确定位置的流动趋于定常的时 间受到非牛顿系

数的强烈影响
,

H
。

越大
,

趋于定常的时 间越长
.

4
.

对于形状一定的环管
,

在流体开始流动后某一相同的时刻
,

剪切应力的空 间分布受非

牛顿系数H
。

的影响很弱
.

5
.

同种非牛顿流体在不同形状的环管中流动
,
若其起动的时间相等

,

则其 剪切应力(轴
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图5 不同环管形状时平均流速变化的形晌
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二阶非牛顿流体环管流动解析解

向分量 ) 沿径向的分布
,

2 0 1

形状极为相似
,
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田 7 一般苦流和环 , 流速度剖面的比较

般管流的速度剖面基本一致
,
但零点除外

.

在对应段可以通过平移得到
.

从剪应力为零处

到外 壁之 间的剪应力分布 (轴向分量 )近似地

为一段直线
.

6
.

随着叮的增大
,

内外两壁轴向剪切应力

的差别迅速减,Jv 流动剖面关于内外两壁的对

称性增强
.

并且内壁剪切应力总比相应的外壁

剪应力值大
.

7
.

平均速度趋于定常值的时 间亦随H
。

的

增大而增长
,

并且随着 , 的增大
,

平均的速度

定常值迅速减小
.

8
.

当叮、 0时
,

环 管流动的速度 剖面与一

本文把一个复杂的问题以解析形式表达了它的解
,

既简洁又便于计算
,

同时得到用其他

较复杂的方法才能得到的解
,
并在几种特殊情况下覆盖了同类问题的解

,

不失为有益的尝试
.
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