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摘 要

本文是文献〔1
、

2〕工作的继续
,

在以下方面作了发展
:

考虑了内
、

外圆环壳中面法线的 中 小

转动变形 (转角的平方与应变是同阶小量夕
;
训

一

及了压缩角
.

计算结果与实验符合 良好
.

本文方

法对波纹壳的设计计算有实用价值
,

有关压缩角对特征关系影响灼讨论有助于工程设计
.

关铃词 U型波纹壳 轴对称大挠度变形 压缩角

一
、

引 言

U 型波纹壳 (图 1 ) 是一类典型的弹性元件
,

对其力学性能的研究 已有不少 工 作
【“’,

但

局限于近似或数值方法
.

钱伟长给出的轴对称圆环壳一般解
「4 , 5 ’

为用解析方法精细地分析波

纹壳的力学性能奠定了基础
.

此后
,

钱伟长等考虑了连接内
、

外圆环壳的环板的大挠度
〔‘’,

徐志翘等在此基础上分析了变壁厚对刚度 的影响
‘“’.

本文将沿着这条思路作进一 步的发展
,

以前的工作中, 与环板的各级摄动解相连接的内
、

外圆环壳解都是线性的
,

即只考虑了环板

的大挠度非线性
,

而忽略了圆环壳的非线性变性
.

本文则计及了内
、

外圆环壳中面法线的中

小转仇 给出了相应的非线性方程的摄动解
,

按照诺沃 日洛夫对非线性弹性理论的分类
工“J ,

大挠度即指转动角的平方是应变的同阶小量
,

亦即小应变
,

中小转动
.

本文 在此意义上克服

了以前工作中对非线性处理的不一致
.

本文还

计及了压缩角
,

即连接内
、

外圆环壳的是变壁

厚截头扁锥壳 (压缩角绝对值一般小于 5
“

)
,

从而使模型更接近实际的波纹壳
.

图 I U 型波级壳



胡 恨

_ 由于周期性和对称性
,

只
秒

虑半个波“

肠
(图 2 ),

B C段表示变壁厚截头扁锥壳
; C刀段表示等厚内圆环壳

,

其中A B 段 表示等厚外圆环壳 ,

取C D 段的 壁 厚 /Jc 等于管坯壁厚

h
。,

B C段的壁厚与半径
: 成反比

,

从而结合几

何尺寸确定A B段的壁厚h , .

据文〔7
, 2〕研究

,

上述壁厚分布与液压成形的波纹壳壁厚变化比

较一致
.

我们从 R ei s s n e r 的旋转壳轴对称大挠度

变形问题方程组
〔8〕
出发

,

分别导出圆环壳
、

变

壁厚
、

扁锥壳轴对称大挠度变性问题的非线性方

程组
,

选取无量纲半波轴向相对位移为摄动参

数
,

导出各级线性的摄动方程
,

再求得其通解
,

其中圆环壳的各级摄动方程可借用钱氏轴对称

圆环壳一般解
.

最后
,

用B
、

C处的连接条件及

摄动
带

确定通解中的待定常数
·

图 Z U 型波纹充的组成

二
、

变壁厚截头扁锥壳的轴对称大挠度解

记壳体中面法线转角为 (-图3)

口二巾一功
, (2

.
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对于扁锥壳
, 小

,
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,
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其中
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6 )诸式中的】E 为杨氏模 量
, v
为 泊松 比

,

C二 E h
,

D 一 E h
3

/ 1 2 (1 一 , 勺
,

位移
、

内力 (矩 ) 的定义及正值方向如图 3 所示
.
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,
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,
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2 D

少斌魂(i
一

二沪)

取一随外载荷单调变化的无量纲小参数
。
作为摄动参数

,

将所有与外载荷有关的物理量

表示成渐近展开式
,

如
:
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.
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求和指标的终值小于初值时不求和
.

至此
,

问题归结为求解下列变系数二阶常

微分方程组的通解
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封闭充内压Q膨胀

戴荷形式

上述方程组的系数和右端项均可展开成收敛半径为 p ,

的幂级数
,

记 :

F (P) 一 p
.

乙 F 。
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由常微分方程理论
,

方程组 (2
.

13 )的解也可表示成收敛半径为p :

的幂级数
:
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由于p ,

> 1 ,

所 以解 (2
.

15 ) 在 !川 三 1
一

范围内是有效的
.

实际计算中
,

总是截取前M 项
,

即

O三m 三M
.

将各级摄动方程组的右端项展开成 p 的幂级数
,

利用上述结果易得其通解 脚
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.

三
、

圆环壳的轴对称非线性解

当中面法线转角刀(图5 )相对于功是小量时
,
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:
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d功
一 十

几c o s诱
。 几s in 功

。 :

飞
,

一

, 一 , 又: 二 1
一

尸 一 污卜而一
而 石1认

es

j又 一

尸 !
毛宁 几 。 1 1 1 势 ‘ 又 , 甲 几。 1 1 1甲 j J

(3
.

6 C )

(3
.

6由

(3
.

2 )
、

(3
.

3 )
、

两翻山 i

(3
.

5) 和 (3
.

6) 诸式中位移
、

转角
、

内力 (矩 ) 的定义及正值方向如图 5所示
.

/
沪

~
/ !,

\ + d 刀之 :

11 + J 护
,

d
从

d l1’代

N
.

劝
。 十 d 叭

。

圈5

拟
.

日环宪

引进下列无量纲量
:

R , 久
一

_
一_

-

乙“二 诵
一

~

丫 1 2 (1 一 v ‘

) 尸一几
二 一 斌城工二码 一

、

甲 H 一 —
.

万
正万

—
一 尹H

王二“

* _ 犷
一

瓦瓦二寻)
一

尸一 一
一 一 一

-
万布了飞尸- - -一一
丈三口

“

1

。 , + 。。

〔
s in ,
(
:

一

+

垮
功)

一 s‘n ,
。

(
“+ 丝鹦)」

P即上节中的无量纲外载荷
,

载荷形式由无 量纲参数 。 , , 。 。 控制
:

!
(3

’

7’

, 犷

}
轴向集中力尸拉伸时

,

取

。护二
_

[ h。(p
, 一 i)〕

‘

认扁石户晓(1乙俨歹 弓
刀 0 ,
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。事
” = 。吕

刀~ 。
.

封闭充内压 Q膨胀时
,

。 ;
”- 一

此矛止(I月12 )
’

_ 、月 ,
_ ZR 月 .

(R , 一 R 月”)h杏(p 三一 1 )
‘

切“ 一
-

一
-

天扣
招i歌1= 公叮一一

。早
”二

一 (R o h。)
2

(p
, 一 1 )

‘

a 4 12 (1 一 v Z

)

。、。。_
_
二

.

多四只红星巴士刀些丛鱼工一二少
一 Q 一 a 41 2 (1 一 v么)

并设

石(功
, “, 一
买“

!(诱, “‘

)
葵
二 (必

, 。)二乙 叻‘(功)。
歹

{
(3

.

8 )

王一 1

夕
。
刀

, 一 , + 2召e七g 功乙 刀
, 护‘

一 ,

殆二 1〕买
忍_ l

念‘ 1

丈毋
.

g

.
个目

Q
以2

导出各级摄动方程
:

L
3

(刀
‘)一 , 几刀

‘一 2产矽‘-
_ 「

_

_

丝渔旦
s功

L Z (1 + 几s in功)

一 Zo e ‘g , {
。一卜

‘n ,
。

(
‘+ 几s in 功

。

2 )
一 s‘n , (

‘+

粤必)」
。

小
:

:
3

(, ‘) + ·、, : + 2 。刀
‘

一{
2义

Z e o s功
(1 + 几s in 功

十 ”元C‘g‘
〕县彻

‘一 * 一 , 、

艺
含= 1 抢 = 1

d刀
。

_ 、

-

万石 W 乙一 介
“ 明 (3

.

9 )

l 一 1

一沁烤必乙
七 = l

”
·
“
‘一 +

仪
心

摆瑞
一 + ·“。‘“}

。·

门..IJ
‘

、..了
.

+

{!
几
Z e o s必

1 + 凡s in功
+ 以C七g 诱1[

。i n功(
1 +

些
少、一

。in ,
。

(
: + 鲤缈

p

J L 、 ‘
.

, 、 ‘

一 2几e o s功(1 + 几s in 价) 一e 七g 功(1 + 几。in 必)今
。·

}
p !

(l= 1 , 2 , 3 ,
⋯

,

功
。

簇价《功
‘)

其中

L : (
1 + 几s in 功

s in 价 篇
:

( 卜“薛勋
几
Ze o s Z

价
j 一 一子 矛下~ 万二了二 万 、二了二 1

L I 一 几万 1 1 1毋 j 肖上1 1甲
(3

.

1 0 )

在 L o v e 一K ir c h h o ff薄壳理论假设的精度范围内

从 (妇 -

~ “
- - 一 一

’一 尹 2 ‘

~
, 目 ’

认 卜
” J , 月

~
万
‘一

’ , 了
7 砂 二

, 曰

(‘+ “8‘·‘,

{
”
‘+

{
‘

之可哥)
百 +

号〕
, :

}

与手相比忽略O 林/ 2并)“
, 5 ’,

从而记

二 (1 + 几s in 功)(刀
‘+ i劝‘)

、小川 (l一 1
, 2 ,

3
,

一 ) (3
.

1 1 )

且将(3
.

9) 化成关于复值函数X ‘(初的方程

己_ ! 沼一 1

L
‘

(x : )二 一 io e o s功(1 + 几s in 诱)艺刀
。
刀
‘一 。+ Zo e o s必(, + 久。i n 功) 乙 夕

, 功:
一 , 一

希二 1 七二 1
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、

压缩角 2妈

七
一

.‘

J

梦
局一劫

j

门
.

一
dd一‘

一‘, 几“in功(1 + 几s in功)乙

一 : , 。。s , (1 + *。in , )干
。 , 一

r
s in ,

。

(1护旦攀功
。

、
一 。in 。(

1
.

+ 几S少功卜点1
。 。

干,
‘

飞 L 、 ‘ , 、 ‘ / ‘尸 J 7

、,产、.了9自no.t去1止(l二 1 , 2 , 3 ,
⋯

,

功
。

( 功《功
, ) (3

其中

L 一( )一 (1 + 几s in 功)

求和指标的终值小于初值时不求和
.

d
么

d必
“

d
) 一 凡C O 吕功

一一二- i

a 必
) + 12拼s in诱(

至此
,

问题归结为求解下列变系数二阶复常微分方程的通解

L 4 [”(‘)卜H (必)
.

下
H (初解析 (咖《诱( 功

; )
夕

(3
.

14 )

这里值得指出的是
:
在建立圆环壳控制方程组时

,

我们选用的变量(刀
,

功的与文献 〔4
,

5] 中

的不同
,

从而相应的复值函数也不 同
,

这样做的 目的是使以后的各级摄动方程的右端项分母

中不出现si n 砂及c 。哪
,
从而能作 F o u ri er 展开

,

幸运的是
:
尽管引入的复值函数不 同

,

但

方程 (3
.

1 4) 与诺沃 日洛夫的环壳方程
〔。’
相比、 只是右端项不同

.

由H (构 的连续性
,

我们在

[ 一 “,

司 上将它展开成F O u ri er 级数
,

这种级数表示式在〔功
。 ,

功
, } 上显然收敛到 H (们

,

并

且
,

若圆环壳的几何形状
、

外载荷关于功一二 / 2平面是上下对称的
,

则H (构的F o u ri er 展开

式为

H “ , 一 、·

蒸
H 一‘n

〔
·

(晋
一 , )〕 (3

.

1 5 )

等曾给出诺沃 日洛夫环壳方程的一般解
〔‘, ,

陈山林又 将其 推 广 到 方 程 右 端 项 是钱伟长等

F OU r ie r 级数的情形
「‘”’,

现将他们的结果整理如下
:

方程

L
4

〔“(‘,卜 。·

蒸
H 一‘n

{
·

(晋
一 ,
)」 (3

.

1 6 )

的通解为
:

h(功)二刀
, e x p [ (, + i占)功」〔f

。

(必) + if
。(必)〕+ 刀

: e x p [ 一 (, + ‘占)必〕[j
。

(二一功)

+ “
。(一‘, 〕+ 。·

感
“二‘n

l
·

(晋
一 ,
)J (3

.

1 7 )

其中 否
; ,

刀
:

是复待定常数 , 前两项是齐次通解
,

由边界条件确定 及
,

石
:

后
,

随着与边界

距离增大迅速衰减
,

第三项是非齐次特解 ,

f
。

(功)= 1 一乙 R e (b
。 + b

一 。

)c o s (。价)一 Im (b
, 一 b

一 ,

)S in (n功)

(3
.

1 8 )

f
。(必) = 一乙 Im (b

。
+ b

一 :

)e o s (n功) + R e (b
。 一b

一 , )s in (”诱)

式中 R e ,

Im 分别表示实部和虚部 , ?
,
占

,

玩
,
b
一 。

和心由下列递推关系确定
:
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b 。二 1

b
。

。一

誓
〔a + 、(。+ 一

1 )」〔a + ‘(。+ 一‘)」

b
。 _ : 。 _

一
/ 。 一 _ _

万二乒 r
一

宕九二 ;一丁
。

下 下万
, 一

二
一

万 二万 万下 众万乃
Lu 十 名、0 十 “ ) J

-

一 万 拌一 。 La 十 I Lo 十 1弓-t-
一

仁) JLa 十 从 o 卞 n 十 乙 ) 」 r
气 ‘ 夕

(n > 0 )

b
。

b
_ 。

以
_

拼一 万 La + 忽弋0 一 n + 1 )」La + : (d 一 n + 2〕J
‘

(”> 0 )
~ 几 十 1 〔a + ‘(“一 ”)“

2
一

{
。- 以

。

~ .

万 La 十牡 O 一 n 一 刁 」La 十 : LO 一 n 少旬 」
乙 }鱼

一 论 ~ l

b
_ 。

{
‘元

,

拼一万 La 十 名

乙

_
.

. ,

、 b
_ ,

仁O 一 1 ) 」La 十 从 O 一 艺) 」佘万一一 + 气仗 + 名0 )
-

J 0 0

( ‘凡
,

二
, 。

.

刁 、 , ,

二
, 。

.

_
、 ,

、 b
:

一悦拼一万 La 十 从 0 十 曰 」La 十从 0 十 乙)」十卜石
~

一 U

“
声 口 0

下上+伟
d

, lweJ

d
。
二 O

I
‘。- 迎二粤丝二丝IJ :

一 : 十
。

。

币
; -

‘ J L {

几(n + 1 )(n + 2 )

2
一H

,

(”> 0 )

(3
.

19 )

由常微分方程理论
,

当n 、 oo 时
,

方程 (3
.

1 6) 的解(3
.

1 7) 收敛到方程 (3
.

1 4) 的解
,

实际计算

中
,

(3
.

1 9) 式总是截取前N 项
,

即o< 。《N
.

对于分段圆环壳
,

功
。
一二 /幻功

, 一 二十如
,

展开各级复值函数方程的右端项
,

利用上述

结果
,

并取

= 功一要
‘

”
、

一
(, ‘+ ‘, ‘)e x p卜

, (二 + 功
, )一 *。吞1,

七 ‘ J

刀
2
一 (, : + ‘, ‘)e x p卜

, 功
, + ‘。要1

,

L 乙 」

得到其通解脚
B (尸

,
I : ,

J : ,
夕‘)

,

砂尹
刀 (0

,
I : ,

J‘
,

夕: ) (l一 1 , 2 , 3 ,
一

洲

产, . 、
、

对于 CD 段圆环壳
,

劝
。
= 一 元 / 2, 功

,
二如

,

取

0一功十要
乙

,

否
;
一 (犬 ‘+ ‘: : )e x p卜

: 沪
。 + ‘。要〕

,

L ‘ J

石
2

一
(尤 : + ‘: ‘)e x p「

一 , (二 + 诱
, )一 *。要l

,

L 乙 J

同理可得各级摄动方程的通解 刀F
D

(0
,

K ‘,
L ‘

,
户: )

,

沪下D (0
,

K
‘,

L‘
,
户‘)(l= 1 ,

2
,

3
,
⋯ )

.

由

(3
.

7)
、

(3
.

8 )及位移
、

内力矩表达式 (3
.

5 )
、

(3
.

6 e )得
:

(3
.

2 0 )

、.......气

!
2.

u A ”(0)二 习
“
唯
刀(0

,
I ‘

,
J : ,

p ‘)

。 月” (0)二 E ‘借
B (0

,
I ‘

,
J:

,
夕‘)

五丁普
” (0 )二兄 M彗尹(0

,
I : ,

J : ,

夕‘)
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。口刀(8 )= : .
气
D

(0
,

K
: ,
L : ,

P‘)

切 c ”(0)- 切万
”(8

,

K : ,

L : ,

P: )
(3

.

2 ]
一

)

E曰E倒

M馨
”

(0卜 乙 M了尹(e
,

K : ,
去 : ,

户‘)

其中 八
,

几
,

K : ,

Ll 和P:
由连接 条件及摄动条件确定

.

四
、

气

连接条件和摄动条件

前两节得到的各级摄动解中
,

均有九个待定常 数 山
,

凡
,
c : ,

从
,
I : ,

八
,

K : ,

九
,

这由B
,
C处的连接条件和摄动条件确定

.

B
,
C处共有六个力学量应是连续的

: u,

L : 和

刀
,

如和M ;的连续导 出连续条件 , 功 的连续 由摄动条件保证 , 沪
;

的连 续已自动满足
,

诸量作摄

动展开后
,

M

各级摄动系数的连接形式一致
,
B 点处的连接条件

:

才尹(0
, ,
I‘

,
J : ,

户: )
一M雪尸(户

a ,
月‘,

B : ,
C : ,

D ‘,
夕: )

功4
”(8

。 ,

I : ,

J : ,

p : )= 一势嗯
“ (p , ,

A : ,
B : ,

C : ,

D : ,

p ‘)

刀愧
B (8 , ,

I : ,
J : ,

p : )二刀f
c (p , ,

A : ,
B : ,

C ‘,

D : ,
P : )

“理
. (6 , ,

I‘
,
J : ,

p : ) = 。
健
“(p , ,

A ‘,
B : ,

C : ,

D : ,
P: )

C点处的连接条件
:

M穿尸(e
。 ,

K : ,
L : ,

夕: )二M拿于(p
。 ,
A : ,

B ‘,

C ‘,
D ‘,

户: )

功f
刀(夕。

,

K
: ,

L : ,

p : ) = 砂犷
c (户。

,

A ‘,
B : ,

C : ,

D : ,
P : )

刀窗
” (0。

,

K
: ,
L , ,

p : )一刀傀
“(p 。 ,

A : ,
B : ,

C : ,
D ‘,

P : )

。
气
”

(0。
,

K : ,
L : ,

p : ) = 。
尹
“

(p 。 ,

A : ,

B : ,
C : ,

D ‘,
P : )

(I一 1 , 2 , 3 ,

(l~ 1 , 2 , 3 ,

) (4
.

1 )

) (味
.

2 )

其中 。s二要+ 功
, , 。, = 1 ,

o。 =
‘

究
节石-

十 叻刀
,

乙

P c - 一 1
。

我们取A
,
D 两点的无量纲轴向相对位移为摄动参数

:

。一巡E
.

夕工旦丝二翌旦夕(些2+ 泌 B C (P 。 )一 , . C (p
。

) + 功 A 刀(oe ) 一zD 通”(0 , )

R D (4
.

3 )

其中O, 一 0。 = o ,

从而得摄动条件
:

切窗
” (0。)一 叨乍

”(口。 ) + 切尹
“ (p 。) 一 w 晋

“(p , ) + w 尹
刀(0 , )一 二理

刀(0 , )= R 。乃:
,

(l= 1 , 2 , 3 ,
⋯ )

式中

(4
.

4 )

‘。, 一

{
1

0

(i == j)

(i手 j)

(4
.

5 )

由位移
、

转角
、

和内力矩的表达式可知
:
上述连接条件和摄动条件关于九个待定常数是

线性的
,

因此对于每级摄动解
,

上述条件构成九阶线性代数方程组
:

A X : = B : (I二 1 ,
2

, 3 ,

⋯ ) (4
.

6)

其中

X : = [月: ,
B : ,

C : ,

D ‘,
I : ,

J : ,

K
。,

L : ,
P‘〕, (4

.

7 )



解之即可得该级摄动解中的九个待定常数
,

对于各级摄动解
,

系数矩阵 A是相同的
,

而形成

右端列阵B :时
,

需要用 上一级摄动解
.

乒
“

乒
“

厂
‘

岁
圈 6 连给点处的位移

,

转角
.

叻“
,

叻。和内力姐足位方向

五
、

算 例

为了检验本文方法
,

我们给出一些算例
,

并与巳有的实验
、

理论结果进行比较
.

例 1 安德列娃曾给出了一波纹壳的实测特征关系 (外载荷P 与轴向相对位移 △二 间的

关系 ) 曲线
〔7 〕, 如图 7 所示

,

通过改进模型
,

使之更接近于实际的波纹壳
,, 相应的结果也逐

步接近实测值
.

例 2 例 l 中
,

我们取压缩角必
。 = o ,

而实际的波纹壳常有一小的压缩角 (】功引< 5
“

) ,

由于方法上的限制
,

以前对于压缩角的影响极少研究
,

现就上例的波纹 壳
,

取 功
,
等于不同

值
,

分别计算出相应的特征关系曲线
,

如图 8 所示
,

显然
,

压缩角对于特征关系影响很大 ,

在封闭充内压膨胀时
,

随着压缩角增大
,

波纹壳的刚度变小且非线性也减小
,

据此我们建议

设计仪表用波纹壳时
,

可通过调节压缩角以改变刚度并改善线性度
.

例 3 应力分布的计算值与实测结果
〔“ ’
的比较如图9所示

.

; :
.

0 0

小, 一 毛 功, 一 ? 必
, 一 , ‘ 二 一 之 动

, 一 一 津

、

曰八比八曰�日n目nn八八e�

全��u�)匀

00加倪
妙U介IJJ,

(日la)3心

Q ( k名
‘e m

0 0
’

o
’

2了) o 一龟。 ( ) ‘〕 」

0
.

8 0 一0 0 一2 。 一
.

屯￡l 一‘o 一 8 0 2
.

0 0

O ( kg /
e m 心 m )

刀。二 o
.

o i 2 7 5m
,

R 月 = 口
.

0 1 9
, 。= 8 (波数 )

.
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六
、

结 论

本文在文献〔1
, 2〕计算模型基础上作了进一步改进

:
计及了内

、

外圆环壳中面法线的中

小转动和波纹壳的压缩角
,

从而在非线性的处理上有所改善并且使模型更接近于实际的波纹

冗
.

特征关系
、

应力分布的计算结果与实验的比较表明本文方法是精确可靠的
,

计及压缩角

的影响是十分必要的
.

综上所述
,

似乎可以认为
:
本文给出了一套比较方便有效的U 型波纹壳轴对称大挠度非

线性变形问题计算方法
,

对工程界有较大的实用价值
.

有关压缩角对特征关系影响的讨论有助于波纹壳设计
.
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