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摘 要

本文不使用任何变分原理
,

而直接从牛顿力学的动力学方程导出受有任意阶非线性非完 整 理

想约束的变质量力学系统相对于一般非惯性参考系的 R o ut h 方程
,

并由它给出其它类型的运动微

分方程
。

关钻词 R o ut h方程 变质量系统 非完整约束 非惯性参考系

一
、

引 言

在分析力学中
,

导出或推 广基本的运动微分方程通常借助于各种变分原理
,

这充分表明

了变分原理极其重要的地位和作用
.

但是
,

无论是微分型的变分原理还是积分型的变分原理
,

当对其本身作严格的理论探讨时
,

往往需要引入比其实际使用范围狭窄得多的限制条件“
, “’,

因此不利用任何变分原理导 出运动微分方程的方法在分析力学的发展中具有意义
.

吴大酞
〔3 ’

曾由牛顿第二定律出发导出完整系的拉格朗日方程
,

K a n e 〔‘’和钟奉俄
〔5 ’
由牛顿第二定律导

出 K a n e 方程
.

本文则从非惯性参考系下的变质量质点的动力学方程出发
,

仅利用理想约束

条件
,

导出了受有任意阶非线性非完整约束的变质量力学 系统的 R o u 七h 方程
,

并 由它给出

不带乘子的拉格朗 日型方程
,

N ie lse n 型方程和A p p el l型方程
.

二
、

R o u th 方 程

1
.

导 出R o u th方程

设某一变质量力学系统由N 个质点组成
,

受有g 个完整约束不「1s 个。阶非完整约束
.

现在
,

我们相对于任一非惯性参考系O
‘x / g 产z 尸

研究该力学系统的运动
,

如果 O
/ 二 ’刀‘二 尹

相对惯性系

O”
: 的运动为 已知

,

即 O
‘二 ‘, / : ‘

的原点位矢
r口 ,

一 r口
,

(t )和绕O
尸

点的转动角速 度 。一 。(t) 均

为时间 ,的 已知函数
,

系统相对O
‘二 / y / 2 尸

的位形可引入广义坐标 q
。

(a 一卜 2 ,

⋯
,
御 。一 3N 一

川来确定
.

根据牛顿力学的有关动力学理论
,

变质量力学系统相对于非惯性参考系的动力学

方 程应为
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m ‘r二= F‘+ R早+ R犷+ F李一 m ‘r。
,

一 。‘山 X r扩

一 m : o x (。 x r ; )一 Zm ‘O X r
; (f= 1 , 2 ,

⋯
,

N ) (2
.

1)

式气
.

价一外 (q ” 9a,
“

’
,

.

“
a · ‘)为第 汗质点的质量

, 『; 为
_

‘质点相对于 。
‘“ ‘。“‘ 的位

矢厂八毓是独的相对加速荤
, 乞为作用于 ‘矫

砂

李上的主动力
,

一

衷乳 R犷劳别表示完整约束和

非完整约束的约束反力
,
「扩一仇‘晰为反冲力

,

其 申 u ‘是微粒对‘质点的相对分离或并入的速

度
.

将(2
.

均
中第‘式点乘

徽 (i = 1 , 2 ,
⋯

,

N )
,

然后把它们相加可得

了
r
:

口q a

十 E 畔
·

致
+

补
。

·

言
:

己q 。
F

、

习冈
一一

护‘口

r
!口�

�a口

m ‘『o ’ ‘

而
a 一 艺 。 ‘(山 x r

; )
·
口r ;
e q a

闪�衍

一乙 阴 . [o x ( o x r ; )」
· a r :
己q

。

一 E Z。‘( o x r
; )

a r
:

口q 。

2)示2.表(d一汁( a ~ 1 , 2 ,
⋯

, n )
_ .

‘
. _ _

.

_ _
、 , _ , 、、

二
_ _ . , , _

,
,

一
、 l. , . , 、

平。

_ ~ ~ 一
、 卜,

d

本文采用入 a n e L‘ 」

的观点
,
即 认为水大重的谷种 导数均依粗寸参考系

·

戊dt
,

己q
。 ,

_

_
. _ , , _

_ 二
,

_
、, , _

_ _ 己 口 口
、 ,

_
_ 卜

一

在惯性系U 粉
之中对天量作导数运异 ; 石

,
万。

,

丽刀带动系
肠 ‘ 叼 性 口 U .

O ‘

翔
z
中对矢量作导数运算,

了 日

云了
’

万q
。 , 具

一

为非惯性系 。
尸、 , 。 ,

万
产

中对矢量作导数运算
.

公备

由于对标量的导数不依赖于参考

系
,

故计算标量导数时
,

三类导数记号具有相同的含义
.

因为

r‘( g
。 , 公) 一 r口 ,

(才) + r‘产 ( q
。 , t ) (2

.

3 )

a r
;

口珍
。

亨
“ J , r‘十 “ 欠 r‘

{

( 2
.

4 )

廿. 0.t沂一aqdr一山

护.XO十

户‘一a
.

r一口
孟一

门。一a�d
一

苗�

一一一一ar:
�

aqadr:dt

一君;就是 ‘质点的相对速度
. 、 , , 、 、

。 ~ 。
, , 。 至_ * ,

。
,
二 。 二二

、

, 。 人 汀 口
, 、

石 引 / \凝回祥效琳 }凝 l纠 ,捅 汗鳅飞已 万
,

产

7 TT 万
,

‘

厅。
卜

勿
,

声」 竺
a 洲碑 甘 口

.

祝dt

有
,

中故
.

其

_
,

_
,

_
, _ . , 、

_
、 ,

D
、 , , 、

一 ~
、 t 、 l, 、。 卜 一 , _ , _ 八

别表示把质量当常数时在U %
尹甲对如

·

g
。

的漏导数
,

一

D t
一

为粉项量白吊数盯仕 口封
之 甲坷

时间的导数
,

余类推
.

这样一来
,

(2
.

幻式左边

乙 m ‘ r
日r

口C

D 万丁
,

厅 T
,

D t 厅夕
。

厅 g
a

口T
,

T一
·

q厅刀DD

r
: 为系统的 偿

、

相对动能
.

而 ( 2
.

2) 式右边各项为
苦..

阴
19曰

其中 T
,

一 乞
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‘l口r一口
‘a一日

广义主动力 Q
a

会 名 F‘
· 口r :
亡q 试

= 艺 凡

‘口由aq广义反冲力 Q、舒
,
·

歌一乙 日 一

广义牵连转动惯性力

~ N 丁
. H 恺

。誉一疏户“ 一

毛
tn , ‘“ x r‘,

·

欲
一

黝
, 〔“ x ‘““ r‘, 」

·

瓷

么
r .

_

‘ _

价咨
- 一 艺 m ‘(。 x 叹)

·

景
’

一忆
’ 一

’ 、 一

” ”
’

aq
。

其中I 口
,

表示力学系统对O
声

点的惯量张量
。

广义牵连平动愤性力

应
口q a

「 1 ,
、

〕

L一万。
’

J “‘ ’

。
J

一

旦
: · ,

二一

合
。 ‘

,io
, .

鱿一李
-

月 q a

一 丁二 一
口q

。

月 q
a
〔M (刀。

一

+ o x v 。
,

广义科里奥利惯性力

r
·

二一

鑫
Zm ‘(。· , : )

·

歌
” 万 里

.

全
.

N 廿
.

份
.

一
2 “

·

{割黔篡
“

瓷卜
十

弓咖昔
一
“

瓮}
如果约束都是理想的

,

则对于完整的瑾想约束应有

生 _
‘, _

砂列
公长 、

一

。q 。 (a ‘ 1 , 2 ,
⋯

, n )

而对衍阶非完整的理想约束

甲 , (q
a ,

空
a ,

⋯

其广义约束反力
〔”’

万

N
。

会 乙 R ‘N
·

才)~ 0 (p 二 1
, 2 ,

⋯
, s )

咨
。

a卿 ,

乙 元p
几爪r) (a 一 l , 2 ,

⋯
, 6 )

户二 1 a q a

(2
.

5 )

(2
.

6 )一一

.
廿

少口,,口执O占
r

r
一口」‘阳八口二d

,

将以 上结果代入 (2
.

2) 式
,

D 口 7
’ ,

D 才 厅空
。 Q

。

汁Q圣+ Q : 一
口

, ; /

,J,
: , ‘、 、

资下二一 气扩
一

十 厂 一 少
声J 甘口

牛 r
。 + 艺 朴

a甲沙

门育 )

a q 。

(份二 1
,
2

,

⋯
, n (2

.

7 )

上式就是既受有完整约束
,

又受有一般非完整约束的变质量力学系统相对于非惯性参考系的

动力学方程
-

一 R ou th 方程
,

其中几
p

为拉格朗日乘子
.
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2
.

充分性讨论
, ,

我们论证 由方程 (2
.

7) 可导出方程 (2
.

1
.

)
.

在力学系统初刻条件给定
,

诸作用力
、

惯性力

和约束方程给定的条件下
,

力学系统的运动将由方程 (2
.

7) 唯一确定
.

根据前面的推导
,

由

(2
.

7 )可得出 (2
.

2 )
,

即有

乙 {F‘+ Ff+ R誉+ R丁一。
‘r o ,

一m ‘山 X r

卜 川.“ X (o x r
; )

户与曰

一 Zm ‘(。 x
: :卜

m
筑卜

器:
一 “ (一

‘, 2 ,
⋯

, ·)

在一般情况下
,

N 项中的大括弧因子可能分别等于零
,

也可能全部或部分非零
.

可设

(2
.

8 )

不失普遍性

F‘+ Ff+ R梦+ R令一 m ‘r口
,

一 二 ‘
由 x r ; 一

_

。一O X (0 只 r ; )

一 Ztn ‘(o x r
; )一 。

‘ r二叠f‘ (i= z , 2 ,

⋯
,

N ) (2
.

9 )

则(2
.

8) 式化为

二
,

言
r :

》
_

r ‘
, - 二尸一~ 一 = U

丫
;

’

d q
。

即可得到

鑫红
一

襄
一

“说一 (2
.

10 )

将(2
.

9) 中的 f.
移到等号左边和 R歹合并

,

限令 R了一 f‘白R {
,

注意到 m 阶非完整理想约束条

件为
〔“;

N (仇 )

乙 R令
·

d 『;
协. 飞

= 乙 乙 R 冬

= 兄 乙 R 价

(仍 )

占q 。

亡仍)

d q 。 = O (2
.

1 1 )
a 二 1 名= 1

则由(2
.

1 0 )
、

(2
.

1 1 )有

。‘下l (2
.

12 )RE间

上式表明
,

R ; (‘= 1
, 2 ,

⋯
,

N ) 仍为满足理想约束条件的。阶非完整约束反力
,

因此我们得

到
。‘+ ; 穿+ R丁+ R ; 一。

‘

i’o
,

一 m ‘必 x , : 一 m . o x (。 火 r ; )

一 Zm ‘。 x
井; 一

m ‘

笑 (‘一 1 , 2 ,

⋯
,

、) (2
.

13 )

从式中各量的含义看
,

这就是牛顿力学 中变质量质点在非惯性参考系下的动力学方程
.

由于

初刻 条件给定
,

作用力
、

惯性力和约束方程给定的条件下
,

力学系统的运动 是 唯 一 确定

心 因此不难得出非完整约束的约束反力均是唯一的
,

即 有 R歹一叫 (i = 1 ,

2, 一 N ), 则

(2
.

心 )就是前面的(2
.

1 )
.
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三
、

由R o ut h方程导出其它类型的方程

1
.

导出拉格朗 日型方程

令方程 (2
.

7) 中的

会器一会
一 Q一 Q坚一 Q介 益

(U
” ‘十 F

‘”

卜厂趋二

(a 一 几 2 ,

⋯
,

n) (3
.

1 )

则 (2
.

7) 可以表为

,
工

粤
, 十 ,

:

粤
)
一

十 ⋯ + 、

日 q l

a甲l

几 l 一 1 而 )

a q Z

a q l

己甲2
,

十 人2 爪几不犷十 ⋯
+ 几

:

口甲s

( 爪 ) 一
口 q l

a甲 ,

( 爪 ) 一
a

·

q Z

a 2

a q Z ‘3
.

2 )

日切2

( 爪 )

口 q 。

+ ⋯ + 几 口 几

口 q ,

“

合
黔
q 。

由于力学系统受有
:
个m 阶非完整约束 (2

.

5 )
,

则函数 沪, ,

叽
,
⋯

, 甲,

应互相独立
,

故至少存

在一个
:
阶雅可比行列式不等于零

〔7 ’,

不失普遍性
,

可设(3
.

2) 中最末
￡
个方程式系数 构成的

雅可比行列式非零 (通过变换方程式的顺序和更换变量的编号
,

必可达到 )
,

即

日切z

( 川 )

a q 。一 。 十1

己甲1

( . )

a q , _ , 十 2

d甲i

( n 哥 )

a q
,

a切 :

( m )

a q
。 _ : + 1

a切:

一(下 )

a q 。 _ , * 2

a甲
,

( 爪 )

a q 二 _ 。 + z

a甲s

(州 )

a g
。一 s + : 毕 O (3

.

3 )

a切2

(爪 )

a q 。

a切
,

( 川 )

a q
n

那末
,

由(3
.

2) 最末的 :
个方程必可解出

:
个标来

.

下的后
s
个方程分别表为矩阵形式

少IA ~ A
l

小
。
A = A

Z

其 中

为此 目的
,

可将(2
.

3 )的前
n 一 s

个方程和余

(3
.

4 )

(3
.

5 )

匆一物峋匆一们叽

中:



2 7 2 罗 耀 掉 赵 永 i左

、..!奄如

巾
:
-

l
�

门
刀切

�”

Q口
一l

少

a甲J

用 )

q , _ s + 1

几 中2

( 用 )

尸切,

口 q
, _ , + 1

。‘

子砚 _ 8 + l

’

切2

( 川 )

J q
,

l。�‘
月

几
门

凡r,‘

!!
.

” 一 日 + 1

月
i
=

卜
�

,

冷

内

大
f

!
“ ‘ 一

}

}, 1
,

,

一 G 粗 _ . _ 产

「
“

“
2
一

⋯
“ 月 一 S 十 2

O ”

日切
,

( 阴
一

)

口 q
,

)
,

刀 -

钩有条件 ( 3
.

3 )
,
中

2
必存在逆阵巾尹

,

由(3
.

4 )和 (3
.

5夕可得

巾
;
中牙

’
A

:
“ A

l

引 入 C T
会 一中

,
少牙

’,

并将 ( 3
.

6) 还原为
。一 :

个不含乘子娜的方程
,

即有

( 3
.

6 )

二 。 n 一 s )

比
a ,

一 一 乙 C
。 , a , _ 。 + 。

( v 二

也就是

D 刀 T

D 才 刀心
口T

,

汀 q
,

八 八 , 。二
.

厅
一 叼

,

一 叼石一 叼
,

十 rT _

声
~

之 (1
,

(犷
。‘
十v

。

) 一厂
,

口 T
,

口夕
, 一 : 十 。

厅 T
,

口 q 。 _ , 十 。
一 Q

, _ , 十 。

一 Q矛
_ : + 。

一 Q井
_ : + 。

(犷”‘+ 厂“

) 一 r

一 }
C

。 ,

枷二 1 , 2 ,

⋯
, n 一 s ) ( 3

.

7)

DDt
一

+a

;口
卜

!

E卜一肠
一十一一

上式就是受有完整约束和任意阶非完整约束的变质量力学系统相对于非惯性参考系所满足的

拉格朗日方程
,

它是文献〔51 中所得 ( 2 5) 式的推 )
‘

一

当m 阶非完整约束方程设为
〔仍 )

q
, 一 , + , = f , ( g

。 , 夕
a ,

⋯
,

( 饥 一 1 )

q
。,

,

、仍 )

q
。 , t )

(刀= 1 , 2
,

⋯
, s ; a = 飞, 2 ,

⋯
, 。一 s ) ( 3

,

8 )

时
,

可将上式看作

甲 , = f , ( g
。 ,

夕
。,, 二

(仍 一 [ ) 厂仍 ) ( 沸 )
, q

a , q
。, t ) 一 q

, 一 , 十
夕一 O

因此可以求得 C 二中犷
,

即有

。 日f
。

C
。 ,

= 丫厂
》

口 q
,

则( 3
.

7 )化为M a g g i型方程
【吕’

( a = !
一

, 2 ,
⋯

, s ; , = 1 , 2
, , n 一 s )

厅T
,

万互
, 一 Q

,

一 Q季
一Q升真

,

(犷“‘+ 犷“少一厂
,

r,邢
.

厕D众

= 一 乙
丁
一

旦 刀孔
.

一
L D t 口空卜

s + 。

刀T
,

口 g , 一 , 十。
一 Q

。 _ : 十 。 一 Q矛
一 , 十 。

一 Q军
一 , 十 。

口 = l
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+
厅

汀 q
, _ , 十 。

:
‘ , + :

。 、一厂
, 一 , 十 。

}篮
一

d q
,

(v 一 1
.

2 ,

⋯
, n 一 s ) 〔3

.

9 )r
‘

2
.

导出Ni el s . n 型方程

通过对T
,

直接计算凝固导数和凝固偏导数可以得 到

D 刀7
、 f

D 宕 刀空
a

刀 T
,

石百
。

’
D

阴劝 ,

D (“ 一 幻 T
,

二’功矛示
‘, 一

甘 a

口
(爪 ‘ 1

刀 q 。

D (, 一 1 )T
,

) D t(价 一 I) (3
.

1 0 )
口
一 (了了一刀

由(3
.

1 0 )可将(3
.

9 )式变为

D
m 刀 t

口
-

~ ( 用

口 g
,

f D

1 协 D t

D ‘饥 一 工, T
,

D t(。 一 1)

口
( 用 一 i )

D (仍 一 ‘少T
,

万 q
,

D (“ 一 1 )T
,

D t‘仇
一 ‘’孟一 Q

,

一 Q子一 Q了+
厅
口 q

,
(犷。, + 犷

。

) 一 r
,

+ 艺
、

只 D (, 一 ‘夕T
,

一Q
, _ , * 。

一 Q尹
_ , 十 。

一 Q军
_ , 十 。旦一

a , l 口 9 。 _ , 十 . D 才(饥 一 ’) (

刀 q , 一 , + 。
D t(价 一 1 ,

+

加您
;

一

(犷
·‘+ 犷

·

卜厂
。 一 , + 。

}
日f

。

( 爪 ) = U (, = 1 , 2
,

⋯
, n 一 ￡) (3

.

飞飞)
a q

-

*

D (, 一 ‘)少
, , ‘

_

份
一

力扣石
血了代表等菩

’

中已用 (3 .

5) 消去不独立的
〔饥 )

g
, 一 , + 产而得到的表达式

,

则有

D 刀
力犷百

(下万

ZJ g ,

D (, 一 ‘,

少
,

D t(‘ 一 ‘, 一

D 刀

众 万
‘

次
D (“ 一 幻 T

,

D t(饥 一 1 )

D 恤
一 ‘)T

,

d

D t(仍 一 ‘) d t (3
.

12 )
口叫沪

J

卜
十 艺

a . 皿

D

D t

口
( 而 )

刀 g 。 一 , + 。

D (“ 一 ’少T
r

D t(, 一 1 , 二+ 艺 一
q

, 口 = 1 刀 q 卜
, 十 。

刀
( . 一 l 、

刀 q
,

D (“ 一 ‘)全
r

D t(哪 一 ‘,

口
= —

(而二 f )

刀 价

D (
~

‘, T
,

_

乙
- 弓气万几二‘ , 、

’

十 夕
.

-

一

上声万
、 ‘

”
一 z

—
, ~了

0 = 上
声4

刀
( m )

q , 一 。 + a

D (饥 一 1 )T
,

D 才(价
一 l )

af
。

( 爪 》

a q
-

将(3
.

2 2 )代入 (3
.

1 1 ),
我们得到

jaD 刀
-

一 (用 )

刀 q
,

卜

了
。

D (“ 一 ‘, 全
,

D t (。 一 : )

刀 D ‘“ 一 ‘)全
,

” 一 1 )

口 q
, D t(爪 一 ‘夕

夯 口
一 乙

‘ ( 二 )

口 岔 l 刀 叮。 一 : 十 。

D (饥 一 ‘’
T

,

一

瓦
(而

一 ‘’

Z d

气m d t ‘

言:

( 用 一 1 )

口
,
)一艺 一

a 二 ‘

刀

D ‘爪 一 ‘’T
, 声f

a

~

刀两卜 , ,

万
一

)

口 甘
,

= 口
,

十 Q于十Q甲
一
攀

一
(卿

‘+ 户
月 q

, -

少+ 厂
,

a

刀
厅Q , 一 : + 。

(犷
o ‘+ F

“

) + 厂
, 一 。 十 。

无食
:+ 艺 Q

。 一 : 十 。

+ Q穿
_ : 十 。

+ Q
口 , l
{ . 一 8 + a

(v = 1
,
2

,
⋯

, ”一s ) (3
.

1 3 )

上式即为广义耳a ll 二‘ r 二H型方程

注意到还有下述关系式成立

刀

了贾
D (, )全

,

一

力砰面厂
D 口

= 1 页
一

一万(歹
产城 g

”

D (, 一 ‘)全
,

.

一于认下石二 、
、’

十
上J r

、
·

~

刀
( . 一 1 )

q
-

D ‘, 一 ‘)全
,

D t(‘一 : ) 1
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+ 乙
口 二 1

刀
(爪 一 1 )

口 q 卜
, + a

力‘“ 一 ‘, 全
,

D t(。 一 l)

(3
.

14 )

‘

!
.口.百1、.了

!!r少一沛q。一a

。了
。

d af
。

(爪 )

日 q - d ‘。
‘

子
,
) 十

af
。

( 用 ~ 1

口 q
,

一

、+

云
二
黔厂孕

夕一 1 a q 卜
, 十夕 a Q

,

将上式代入方程 (3
.

1 3 )
,

就得到广义 N ie ls e n 型方程

厅
拼 一

~

爪不下

刀 q
,

D (“ )全
,

D t(仍 ‘
一 (m + 1 )

刀
( m 一 i )

刀 q ,

D (“ 一 ’)全
r

D t(价 一 1 )

一 〔m + 1 )E
汀

,

af
。

鑫
一灭不万一 乙一

一

日f

。 二 ‘

厅
(爪 一 1 )

q 二 _ 二 + a

D (仍 一 1 , 7
’

D 才(拼一 1 )

日 q
, a 一 ‘

刀

刀
(而 》

—
万 -

q 。 _ , + 。

D (饥 一 l)T

D t (饥 一 1 )

a q
,

「 d J
“

L爪两
万

‘_
. , 、

日f
。

1 _ n
,

n , :

。舀 厅
一 妙“甲 1 少一万丽二厂下月一 叼

,

甲 叼
护

宁 W
,

一 TT 丁
月 。 J 书J 甘

-

. 叹 梦

(F o ‘+ F
“

) + r
,

+ E
口 二 1
{

Q一
’

“

+ Q浮
_ , 十 。

+ Q罗
_ , 十 。

一 刀
刀 q , _ , 十。 (犷O ,

+ 厂
。

) + 厂
, _ 。 + 。

}黑
(v 一 ‘

,
2

,

一
”一 “,

a q
,

(3
.

1 5 )

3
.

导出APpe ll型方程

现在
,

我们仍由方程 (2
.

7) 导出A p p el l型方程
.

先对 T
,

直接计算凝固导数和凝固偏导

数
,

则有

力 云T
,

杏
·

气 韶 :

刃了万万二一乞
m ‘r ‘

’

而i
一 + E m ‘:

:

产、 , 了

~ 谷
, 一

口, , J .
~
. ~ ~

黔
气 E 断补奈

沪‘书 丫 。 谊= I v , 。

(3
.

1 6 )

不难证明还有以下关系式成立
:

; 合
‘

::
df 涉毓

~ (七 + 1 ) ~ (抢) ~

1 a r了 a r了 日r :
(k 习 ) 子户

一 ,

子乎 = 而言
又“一 ” , L ,

⋯ 少

LI 甘 a L, 甘 a

(3
.

1 7 )

对力学系统的总相对加速度能S :
直接计算凝固偏导数并利用 (3

.

1 7)
,

得

_
李

. _

人 益
一份

、阴 lr’
.

西不
S.一如口口厅S

,

_

厅壁
。

一
T一卉生口

一

刀

因此有

D 口T
,

D t 刀空
a

将 (3
.

1 8 )代入(2
.

7 )
,

_ 兰理
竺 二

立
刀空

。
D t

就得

刀T
,

口S
,

口公 “
~

万厂
.

(3
,

1 8 )



变质量一般非完整力学系统的 R o ut h方程

一

胳
一Qa + Q“+ Q云一念

(犷。‘ + 犷
‘

’+ 厂
·

+ 兄 肠
a甲夕

(爪 )

d q a

(a = 1 , 2 ,

⋯
, n ) (3

.

1 8 )

这就是带有拉格朗 日乘子的A p p el l型方程
.

按照和先前类似的方法从(3
.

18 )中消去乘子娜
,

就得到不带乘子的A p p el l方程

口 S
, .

启 刀 S
,

一下于石一一一 Z 一 不升不一~ - 一
月 g

,

二二
,

月甘。 一 s 干a

C
。 ,

= Q
,

+ Q于+ Q兮一 汀
刀q

,
(犷 “‘+ 犷

‘

)+ r
,

+

t.{
口 = 1

Q
。 _ , 十 。 + Q浮

_ , * 。
+ Q :

_ , + 。
一

刀

刀 q 卜
口 十 “

(犷“‘十 犷
。

) + r
。 一 , + 。

}
C二

(v 二 1
, 2 ,
⋯

, ”一 s ) (3
.

1 9 )

特别地
,

当m 阶非完整约束方程为(3
.

8) 式时
,

C
日f

。

a ,

一 ( 扭 ) -

e g ,

如果令夕
,

表示从 S
,

中借助

(3
.

5) 消去不独立的 g 。一 。 + 。

而得到的表达式
,

则有

口厚
,

口壁
,

于是 (3
.

19 )可以表为

口夕
,

口壁
,

刀S
, .

吞 厅S
,

af
。

一二互互丁 十
么百食二万探

一口
,

+ 口: + 。孽一票
(。o , + 。

。

) + r
,

声一4 甘
,

+

鑫{
Q

一
+ Q,
一

+ Q‘
一加头、

(犷’‘+ 犷
“

, + r

一
(, 二 1

, 2 ,
⋯

, n 一 s )

这是A p p el l型方程的又一种形式
.

四
、

例 子

例1 变质量质点的质量为m = m (t)
,

在以 O为力心的牛顿引力场中运动
.

相对于原点在

O
、

以匀角速 。 绕定轴转动的非惯性参考系
,

质点的运动受有速度为常数的非线性非完整约

束
,

试建立质点相对运动的运动微分方程
,

并给出广义约束反力的表达式
.

解 本题利用 R o u t h方程 (2
.

7) 求解
.

设动系O 二 夕, 尹 : 尹

和惯性系O戈 , : 的原点重合于 O,

转动轴0 2 尹

和 0 2
轴重合

,

取广义坐标为相对动系的球坐标 r’ 功
,

妈 则约束方程为

f二 户2 + r Z

砂
“+ r Ze Z

劝币
2 一 e 么二 o (e

为常数 ) (4
.

1 )

力学系统的总相对动能

~ jl
1 护

= 沐 m 仁t) L介
‘

+ r ‘

矽
“

+ r ‘c ‘

势甲
‘

」
乙

(4
.

2 )

对T
,

计算凝固导数和凝固偏导数得到
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爹瓮
D 口T

,

D 才 刀户

D 刀T
,

D t 口矫

= 川(t)护

一
, )

万
, (一‘)

一 (才)

乡
, (一 , , )

= 。 (t)r (涵
2 + e Z

劝币
2

)

二 一 川 (t)r Z
币

, s劝e劝

刀甲

D 口 T
,

D t 口劝

由约束方程 (4
.

]) 有
_

旦了
_ _

= , , 一

f
乐足

- -

一 ‘ r
一

节
U 甲

尸f
d 功

= 2r
2

巾护劝

根据诸广义力的计算公式可以求得
_ kZ

Q
·

二 一方
, (‘)

Q, = 0

口
,
= 。

Q季= 晚 (t)“二

Q李= 仇 (t)r 。
奋

Q享= 吮 (才)r e势“奋

Q甲= O

Q续= 。
Q云二。

佘
(: 。 + 犷

。

,一(‘, 口
’

二
’

‘

一票
(: 口十 :

·

)= 一 m (, )。2 : : s , e ,

声碑 W

一

票尹
+ 。)一。

详碑甲

厂
,

== Zm (*)。 r
币

c Z势

厂 , = 一 2。(才)。r
动

2 5功e劝

厂 , = 一 Zm (t
、。rC 劝[户c劝一 r

舒
s势〕

将以上结果代入 (2
.

7)
,

经过整理可得

(4
.

3 )

根据 (2
.

6 )
,

, (才)*一(, )·〔,
2 + 。

2

一, 〕
一筹

。(, ) + 。 (, )· :

+ Zm (t )。r
币

e Z

功+ 。(t)。
Z r c Z

沪+ 2 户之

m (, )

蕊
(一 ) + m (, )一。

2·, ·, 一 , (, )二 ; + 2 ·,
2
‘

一 Zm 。)。r Z

币S砂c价一爪 (t )r Z。么s价c功

。 (, )

了
,(一劝一, )一。 (, )二 ;

·, + 2饥 (, )。一‘
S , ·,

一 Zm (*)o r 户c 么叻+ Zr 么

咖
名

功几

广义约束反力可表示为

、
,

一 m (, )*一(, ), 〔,
么
+ ,

2
一, : +

笋
, (, )一。(, )。 ;

、.....‘l
、声百.......护

一 2用(才)。 :
币

c Z

p一m (t)。
Z

rc Z功

、 ,

一(, )

蕊
(·,

2

) + m (, )r Z币2·, ·, 一 。 (才)·。;

+ 2川(才)。r Z

币s功e砂+ 附(t )r Z o z ; 势e功 (4
.

4 )

d一dt
N , = 阴 (t) (r Z

动e 么叻)一 2。 (才)。 r Z

价
s价e沪

一 喻 (t)r u奋e劝+ Zm (t )。r 价c Z

功
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、

2 7 7

例2 在 q a n 二 。 r H H一Car a七h e o d o r y 问题中
,

物体对称轴 尸C 上另有一点 B
,

其质量为

。 = 。 (t )
,

分离微粒的相对速度为u,
,

方向与尸C成
a
角

.

若物体质量为M
,

它对于自身质心
-

C的惯量矩为 J。
.

物体一变质量质点系统的位置可由接触点相对于冰面坐标系 O 尹, 尹 , ‘

的坐杯

(x
‘, 夕‘

)以及尸C与O
‘二 ‘

轴间的夹角e来确定
.

假如 O
‘二 ‘夕产

也在水平面内运动
,

其 O
’

点的速

度
、口 ,

在水平面内
,

而转动角速度。垂直 于水平面
,

且。和 , 。 ,

都是时间 t 的已知函数
.

试建立

问题的相对运动微分方程和导出广义约束反万的表达式
.

解 我们仍 由方程 (2
.

7) 求解
.

取物体一变质量质点系统为研究对象
,

选取 二 ‘ , 刀‘ ,
0 为

广义坐标
,

则该问题的非完整约束方程为
甲二 乡

‘一 分‘

tg e= 。 (4
.

5 )

由此可得

粼一
‘g 口

由于系统所受的主动力仅有重力
,

故

Q
: ,

= Q , ,

= Q
。
二 o

根据诸广义力的计算公式
,

可以求得

口f
.

一
。 (, )“

‘。(。 + 。)

Q; 一
。 (, )u ‘ : (a + o )

Q梦二 一晚 (才)。
,
bsa

Q卢二山, ‘

[M + m (t)〕+ 。5 0〔a M + bm (t)j

Q沪一
山x ’

[M + m (‘)」一苗C O[ a
M + bm (t)〕

Q言= 一心(x
产e口+ y 尸‘夕)〔a M + bm (t)〕一 山〔J。 + a Z

M + b
艺m (t )〕

,
犷“ ‘= 一 (公

。 , 二 e 甲 + 公口
, , s切)仁M + m (t)〕

一奈
万 犷

“‘
二 (公口

, : ; 甲一 公口
, , e 少)〔M + 。 (t )」

口称口一初了口
.

/一口

一

票 : o ,
一 {。口

, : : (。+ 、 )一 。口
, , 。(。+ * )圣: 。对 + 。m (才):

声J U

一

簇
,
犷

一
场

/

〔M + 优(‘, 〕+ 。 “·“〔·M + “m (‘) J

一

篇
,
犷

一
。 ,

〔M + 。 (‘, , + 。“·“〔·M + 6m (‘, J

刀
;

。
、 _ _

: ,
.

, _ 。 二 , _ 。 、 r _ , 1 . 。_ 了 二 、 :

) 于石「犷
一

- 一 田 气涌 心口一 沙 ‘。 j Lu 二以 甲 U , , . 、‘j J

声4 U

r
二 ,

二 2。乡
‘

[对 + 。(t )〕+ 2。夕
e e〔a M + 6 。(t)〕

厂
, ,

= 一 2。分‘

[M + 协(t)] + 2 0 8 5 8 [ a
M + bm (t)〕

厂
,
= 一 2。 (云

尸e s+ 夕
产5 0) [ a

M + b阴(t)〕

力学系统的总相对动能应为
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~ 1
, , , , . , 六 。 、 。

.

, . , .
沸

1 ,

= 万 l以 呢Lx
‘

一
.

a 口S 口)
‘

+ 仁夕
‘

十 a 口C U )
乙

1
二 君

“

全十
一

万 J 口 尽
‘

+ 粤
m (, ){ (*

‘
一 。夕

: 。)
2
+ (,

‘

+ 。乡
。。)

“

}
乙

(4
.

6 )

对T
,

作凝固导数和凝固偏导数计算
,

可得

= [M + m (t)〕, ‘一 [。材 + 6 m (t)〕(夕5 0 + 乡
Ze o)

= [M + m (t)〕乡
‘一 〔a M + 乙m (才)〕(夕

。o一夕
“5 0)

D 万T
,

D t 万 e

口兀
_ 0

刀牙
‘

= [ J。 + 。 Z

M + b
Z。 (才)〕歹+ 〔a M + b。(t)」

·

(乡
‘ ee 一 : ‘ 5 0 一乡

’

J
s口一 , ‘

乡
。口)

口 T
,

口夕
产

口 T
, 六

r _ : , . :
_ _ _

, , 、 , , 二 , _ 。 , 二 , _ 。 夭

一- 下于万一 = 一 口 L“ l以 月
~ U Trl 气乙j J 、汤 ‘口 勺~

夕 。 口 j
声才U

将以上结果代入 (2
.

7) 并整理
,

可得

[M + m (t)j:
‘
一 [ a
万 + 乙m (t)〕(夕

5 0 + 户
“e口)

= 一 仇 (t )。
‘。(a + 夕)+ [ a

对 + 6 m (t)〕(。
Z e o+ 2。夕

。口+ 由5 0 )

+ 〔M + m 。)〕(心g ,
+ 2。夕

‘

+ 。 2劣 ‘
一 公。

, : e甲一 公。
, r s甲)一几七9 0 (4

.

7 )

[M + m (t)〕犷
‘+ [。对 + bm (t)〕(夕

。0一乡
“5 0)

二 一 叻 (, )。‘: (a + 夕) + [ a
M + 乙。(t)〕(。

2 5 0+ 2。乡
: 0一 山c o)

+ 〔M + m (t)] (一乙劣
‘ 一 2。分 , + 。 2夕, + 公。

, : s甲一 。o · , c甲) + 几 (4
.

8 )

[J 。 + a “

M + b
, m (t) ]夕+ [ a

M + b m (t) ] (乡
‘ co一 ,

‘ 5 0)

= 一响 (t)u 产
b sa 一 [ a

M + bm (才)〕{山(x 尸 c o + y 产5 0)

+ 2。 (分
尸 eo + 夕

尸 5 0) + 。 2

(戈
产5 8 一 g 产e o)一 。。

, 二 s (0 + 切)

+ 公。
· , e (0 + 切) }一 [J 。 + a z

M + b
Zm (才)〕山 (4

.

9 )

从(4
.

7 )和 (4
.

8 )中消去乘子几
,

即有

[好 + m (t)」(, ‘。o + 犷
’ : o)一 [ a

好 + 6。(t )〕(沙+ 。 )
“
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