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摘 要

非饱和土是由上粒
、

水
、

气组成的三相介质
,

本文以混合物理论为基础研究了非饱和上的固结

问题
。

文中导出了各向异性多孔介质及非饱和土的有效应力的理论公式
,

把有效应力原理和 C ur ie

对称原理作为非饱和土的两个重要的本构原埋
,

建 亿了非饱和土固结的数学模型
:

由25 个方程求

解25 个未知量
.

在增量线性化的情况下
,

本模型简化为 5 个控制方程求解 5 个未知量
: 3 个 固相

位移
、

孔隙水压力和孔隙气压力
.

模型中包含 7 个材料参数
,

都可由试验测定
,

便于工程应用
.

B io t 理论是本模型的特例
.

声健词 非饱和土 固结 混合物理论 有效应力 C ” r ie对称原理

一
、

引 言

工程中遇到的土通常处于非饱和状态
,

因此
,

非饱和土的固结问题是土力学的一个基本

课题“ ’, 也是工程中急待解决的问题
, 艺’.

非饱和土 是 由 土 粒 (固和)
、

水 (液相) 和 空气

(或水蒸汽 ) 组成的三相介质
,

其力学性质十分复杂
.

非饱和土的固结涉及到三相的藕合运

动及三相间的应力转 移等复杂过程
,

迄今对这些间题的研究大多数 尚处于初级阶段
〔”

.

在理

论研究方面主要限于一维间题
,

川唯象方法建立控制方程
〔“ , 咯’,

缺乏适当的理论基础和严 谨

的理论体系
·

对于二维和三维闻题
,

P r e d l“ n d 经多年努力
,

未能成功
〔5 ’6 ’·

近年来
,

有的学者尝试用混合物理论研究固一液一
气三相 多孔介质

「7 一 。’.

但在这些研究工

作中
,

有的引入的附加变量太多使问题更加 复杂
〔” ,

有的人为假设太多而缺乏理论根据与实

验基础
t“’,

有的则包含着模糊不清的概念
〔。〕,

因而都难以应用于工程实际
.

本文把非饱和土视为不溶混的三相混合物
,

用混合物理论的观点研究非饱和土的固结问

题
.

与现有的多孔介质的混合物理论相比
,

本文的特点在于
:

(1
一

)把有效应力原理和 C u ri e

原理作为非饱和土的两个重要的本构原理
.

(2) 导 出了各向异性多孔介质及非饱和土的 有 效

应力的理论公式
.

(3) 在不计热效应的情况下
,

直接应用本构原理建立非饱和土固结所 必 需

的本构方程而不借助于嫡
、

自由能及化学势等概念
〔‘。, 土“1 .

(4) 控制方程组以增量形式给出
,

包含的未知数和材料参数少
,

为工程应用提供了方便
.

(5) 一 维 问题和二维问题已分别给出

了解析解和有限元解
t忍3 ’,

其结果可直接应用于工程实际
.
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二
、

基本假设和场方程

本文采用文〔10 、 1 2〕中的符号及有关术语
.

为了简化问题
,

特作 以下基本假设
:

1
.

不考虑相变和气在水中的溶解
.

2
.

组分应力是对称的
.

3
.

土是均质各向同性的
,

小变形
,

准静态
.

4
.

土中水与气各自连通
,

水和气不承受剪应力
.

5
.

土粒和水不可压缩
.

6
.

等温过程
,

不计热效应
,

气相服从理想气体的状态方程
.

此外
,

沿用土力学惯例
,

以压应力和压应变为正
.

用功
, p和y分别表示某组分的体积分数

、

体密度和真密度
,

用下标
s ,

f 和 g分别代表固

相
、 、

液相和气相
,

则对于非饱和土有
:

功
.

= 1 一 n , P ,

= (1 一 n )y
s

功f二 n s , P f = n s v了

功, ” n (1一
s )

, 户 , 一 n (1 一 s )下
, , 下, =

(2
.

1 )

!
‘..‘、r.J,

!

口尸
口

尸日

式中
, n 是土的孔隙率

, !
是水的饱和度

,

口 是气体的分子量
,

R 是气体普适常数
、 日是绝对

温度
,
尸, = P

。

+ u 。

为绝对气压
,

而 P
。

是大气压
, 。。

则是气压力超过大气压以上的部分
.

以

X
, ,

X
, 和X

,

分别表示三 相的位移
,

用字母右上角的撇号表示对组分运动的物质导数
,

三相

的连续方程分别为

固相
旦二卷牙叫

+ ;
·

: ‘飞一 )X ;卜
。

努
+ ,

·

「二X ;二一 。 (2
.

2 )

、

l
月

llJ!\
户.‘.......‘产

气
日〔n (1 一 s )P , 〕

d t
+ ,

·

仁n (1一
s )P , X 奋〕= o

选用水的
、

气的和总体的动量守恒方程作为运动方程
,

用尸了表示孔隙水压力
,

T 表示总

应力张 量
,

多
了和 乡

,
分别表示水和气所受到的扩散阻力 (动量供给量)

,

略去体力和惯性力

可得
:

v(n sP 了) = 多
r , v仁。(i 一 s )P

g

〕= 多
, , ,

·

T = o (2
.

3 )

很据基本假设 2
,

动量矩守恒方程自动满足
.

由于不计热效应
,

可 以不应用能量方程
.

(2
.

2 )和 (2
.

3 )共 1 2个场方程
,

其中包含
n , s ,

p , ,
p , ,

X 二
,

X ;
,

X 二
,

多
r ,

多
,

和 T共

25 个未知量
,

必须再补充 13 个本构方程才能形成封闭的方程组
.

三
、

本构原理和有效应力

建立本构关系应 以本构原理为指南
.

混合物理论中常用的本构原理有等存性原理
、

相容
一

性原理
、

客观性原理等
〔’。’.

由于混合物的独立本构变量较多
,

其本构关系远比单一介 质 复

杂
,

尽量减少本构变最的数目便成了学者们努力的目标之一
,

对于不溶混的 混合物
,

如 流
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体
一
多孔介质

,

许多学者提出了相分离原理
〔‘“,

“ ’,

但该原理对土并不适用
￡‘6 ’.

为了建立非饱和土的本构关系
,

我们分别从物理学和土力学引入 C u ri e对称原理和有效

应力原理
.

这是本文最关键的一步
.

Cur ie 对称原理
〔‘“’

在各向同性体系中
,

张量阶数之差为奇数的两个量之间不存在相互

作用
.

有效应力原理
〔‘’1 非和饱土的体积变形 由有效应力控制

.

它们是非饱和土的两个重要的本构原理
.

前者早已定论
,

后者在使用上尚存在 困难
.

问

题主要是对 B io h o p 提出的非饱和土的有效应力公式
二‘了’的正确性有疑虑

〔“’,

且测定其中包含

的参数尚没有比较成熟的方法
.

因此
,

从理论上建立非饱和土的有效应力公式是本文的重要

任务之一
自T e r z a g h i于 19 2 3年提出饱和土的有效应力方程

a = T 一P f
一

(3
.

1 )

以来
,

B io 七和W illis 〔
‘8 ’,

S k e m p 七o n 〔‘” ,

N u r和 B y户r le e 〔‘。’先后从不同的角度推得
: 对

于多孔介质的体积变形
,

有效应力的精确表达式为
。一 犷一

(
‘一

合
一

)P,
一 T 一

(卜会)P, (3
.

2 )

式中
, 。二有效应力

,

T ~ 总应力
,

C 二土骨架的压缩性 = 1/ K
,

K = 土骨架的体 变 模 量
,

C
。
= 土颗粒的压缩性二 1/ K

: ,

K
,

= 土颗粒的体变模量
.

对土而言
,

K 《K
: ,

表 明T er z a g h i

公式 (3
.

1 )是足够精确的
.

对于非饱和土
,

B 招 h o p 考虑到应包含饱水与饱气 (干土) 两个极端的情况
,

提出以下

的有效应力公式

。= T 一 〔义尸了+ (1 一 x )P , 〕 (3
.

3 )

式中
, x = 有效应力参数

,

与饱和度有关
, o或 x 簇 1

.

1
一

。G0 年
,

S k e m p 切n 把上式改为

a 二 T 一介p f ,

sx 一 l+ (1 一 z ) (尸 。一尸刃/ 尸, (3
.

4 )

考虑到土的压缩性
,

类比 (3
.

2) 与(3
.

1) 间的关系
,

他 直接给出非饱和土的有效应力的一般表

达式

a = T 一 (i 一 C
S

/ C)s xP , = T 一 (1一 K / K
a

)[ 义尸, + (1 一 x )P g〕 (3
.

5 )

显然
,

式 (3
,

3) 和 (3
.

5) 都是由直觉判断得 出的
,

有必要对它们从理论上加以考察
.

先考虑各向异性线性变形的多孔介质
.

设试样受到的总应力 为 T ‘, ,

孔隙中充满两种不

溶混的液体
,

它们的体积分数分别是 拼和(1 一 : )。
, ￡
是第一种流体的饱和度

, n
是多孔介质

的孔隙率
,

并设孔隙压力 尸
2

> 尸
,

> 0
.

试样受到的这种应力状态可以设想为是经过三个加载

步骤实现的
:

第一步
,

在孔隙胡中施加孔压尸
, ,

在孔隙性 一 : )n 中施加 尸 ; 二只
,

并在试样外施加 总应

力 T :
, = 尸

,
占‘, .

这时
,

从变形 上看
,

试样等价于一个无孔固体
,

即试样中的孔隙可用骨架材

料填充
,

试样的应变
。
;

,
为

e l, = C 贯
, 。‘p

,
d。‘= p

,
C { , 。‘ (3

.

6 )

式中C I, , ;
是多孔介质骨架材料本身的变形柔度张量

.

第二步
,

在孔 隙(l 一 : )n 中施加尸梦一凡 一尸
, ,

在试样外施加总应力 T 了, = P梦J‘, .

这时
,

孔隙 (1 一 : )。部分可用骨架材料代替
,

试样等价于一个孔隙率为ns 的多孔固体
,

其应变
。
:

J
为

‘
, = C从

‘(几 一 P
,

)乃。‘二 C穿几
‘(凡 一 P

‘

) (3
.

7 )
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式 中
,

C穿人
,是孔隙率为sn 的多孔材料的柔度张量

.

第三步
,

对试样仅施加外 围总应力T 凡

T 梦
, = 了

’
‘, 一 T ;

, 一 7
’

了, = 了
‘, 一 P

;
d‘, 一 (P

: 一P
,

)咨‘, = T
: , 一 P

:
d , , (3

.

8 )

这时试样等价于一个孔隙率为
。 但无孔隙流体的多孔固体

,

其应变 :
矛, 为

“ : , 二 C军, 。: (犷
。 : 一 p

:
d。‘) (3

.

9 )

C 了, , ‘是孔隙率为
路 的多孔固体的柔度张量

.

根据线弹性假设
,

应用叠加原理得试样的总应变为
。, , = 。

l
, + 。: , + 。

君
, (3

.

1 0 )

另一方面
,

根据有效应力的概念
,

。‘, 二 C公, * ‘a 。‘ (3
.

1 1 a )

或

a ‘, 二M : , , :。 : : (3
.

i lb )

式中
,

M
” , 。‘是孔隙率为

。的多孔固体的弹性张量
.

把 (3
.

6乡、 (3
.

10 )代入 (3
.

ll b得 )

。‘, 一M蓄
j。: 〔P

,
C 早: 二。 + (P

: 一 P
I

)C落全二。 + C飞: 。 。
T fn 。 一P

Z
C 飞‘。。〕 (3

.

1 2 )

利用
‘

巨等式

M梦, 。 :C飞‘。
,

二 (d , 二占, ,

+ 占‘
,

d, 。 )/ 2 (3
.

1 5 )

(3
.

1 2 )变为
。‘, = T ‘, 一P

,

M : , 。‘(C墓晋。。 一 C吴: 。。 )一P
:

(占‘z 一M了, * ‘C墓森
。 ) (3

.

1 4 )

这就是各向异性弹性多孔介质中有两种不溶混液体流动时的有效应力公式
.

这里所说的各向

异性包括三个方面
: 骨架材料的各向异性

,

由 c ; J后反映
;
多孔介质的结构的各向 异性

,
由

M了, 。:
反映; 孔隙率为

。, 的多孔介质的结构的各向异性
,

.

由 c从
‘
反映

.

若骨架材料和两种有孔隙结构的多孔介质都是各向同性的
,

利用

l!
M蓄, 。: = 几

“
占‘, 6。‘+ 拼

”

(占‘, d , ‘+ d“己, 。)

C飞: 。。 =

则 (3
.

1
一

4 )简化为

1
。

。
。 , 1

息灭 丁 o , ‘, 七 圣l’“ 。 =
~

幻了万
o k ‘

(3
.

1 5 )

~ _ / K
”

K
”

\
。 二、

j
月

叻 = ’ ‘’一尸
‘

叹
一五吓万一 一 诉户

一

)
““ 一 厂

2

灭
上一

K
吕林 )

“。,

在 (3
.

巧)和 (3. 场 )中
,

护和拼
”

是孔隙率为
刀 的多孔介质的L a m e常数

,

K 。,

K
‘ ,

别是骨架材料本身的体变模型量
、

孔隙率为sn 的多孔介质的体变模量及孔隙率为

质的体变模 量
.

(3
.

1 6 )

和 K
,

则分
n 的多孔介

_

对于非饱和土
,

由于孔隙水压力小于零
,

故情况稍复杂一点
·

为了简化讨论
,

本文仅研

究各向同性的情况
.

设土样受到的围压 (总应力) 是T
,

孔隙水压力 尸 , < o ,

孔隙气压力 尸,

> 0. 仍设想土样的应力状态是通过三个步骤实现的
:

第一步
,

施加 T“尸二二尸
, < o ,

土样受拉力作用
,

其体应变o
t

为

0
,

一
、

分}尸
,
}一命

一

P, (3
.

1 7 )

式中
。

K为土粒的膨胀模量
.

第二步
,

在 (1 一 : )n 孔隙部分施加尸公
,

尸乍= 尸
, + }尸

,
!+ 尸

, 一尸,

并施加围压T
”
= 尸答

,

土的体应变氏为
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K
S .

。
, ,

1
,

~ 一
、

厂菩=
~

滚丽
一丫

, 一灼) (3
.

1 8 )

第三 步
,

只施加围压T 胆

T 价 = T 一 T
, 一 T

”
= T 一 尸

g

土的体应 变氏为

1 ~
- 二 , 二,

1
2气

咨.

1 ~
’

= 下万
一

又l 一 厂
, ) (3

.

19 )

结合 (3
.

1 7 )、 (3
.

1
一

9) 得土的总应变
,

并代入有效应力公式

a 二 K
”
0

得

(3
.

2 0 )

K
”

丁一

(劣一幼
尸, 一

(’l
一

若卜 (3
.

2 1 )

对土粒而言
,

在小变形条件下
,

可以认为
。

K 一K
。 ,

则 (3
.

12) 就归结为(3
.

16) 式
.

因此
,

(3
.

16 )式是土中充满两种不溶混流体的有效应力的普遍表达式
.

如土粒是不可压缩的
,

即K
。

” co
,

式 (3
.

21 )变为
门月lesJ

g尸

、、...声尹

一

。 一 : 一

卜器
~

尸, +
(
‘一

K
舀介

(3
.

2 2 )

与 B is h o p 公式 (3
.

3 )比较可知

x “K
”

/K
‘“

(3
.

2 3 )

对于饱和土
, : 二 1 ,

K
‘”
二K

” , x 二 1 ,

(3
.

22 )就退化为 T er
z a g hi 方程 (3

.

1)
.

对于饱

气土 (干土)
, : = 0 ,

K ” = K
”

。 ,
, x = 0 ,

(3
.

22 )式退化为
a 二 T 一P

,

(3
.

2 4 )

由于总有 K
”

成K ”,

故。戒x 《1
.

因此
,

当 B 招 h o p 公式 (3
.

3) 中的参数 x 以 (3
.

2 3) 式定义

时
,

它是不计土粒压缩性的有效应力的正确表达式
.

由(3
.

2 3) 易见
, x 与土的饱和度有关

.

(3
.

2 1 )式还可被写成
‘

。 一了
’

一

(l
一

影)(
1/ K

“” 一 1 / K
“

1/ K
”

一 1 / K
“ 尸f +

1 一 1 / K
‘“

1 一 K
,

/ K
“

p
,

) (3
.

2 5 )

由于

1/ K
习“一 1 / K

1 — - 二一几 了尸 二- 一 一二尸
尸 了尸 n

土/ 八
’.
一 1 / 八

’

_ 1/ 八
” 一 1 /凡邵

一
~

习天
菇二丁夕兀。-

1 一 K
”

1 一 K
”

/ K
““

/ K
“ (3

.

2 6 )

比较 S k e m p 七o n 公式 (3
.

5 )和 (3
.

2 5 )可知
,

在考虑土粒压缩性时有

1/ K
, ”
一 l/ K

“

1 /K
” 一 1 / K

“

K
。

/K
“ ”一 1

K
“

/ K
”

一 1
(3

.

2 7 )

式 (3
.

2 3 和 (3
.

2 7 )可用来 测定x 值
、

对于土用前式
,

对 于岩石和混凝土用后 式
.

它们赋予参

数x 明确的物理意义
.

由于有效应力的概念明确
,

近年来又引起了许多学者的重视和兴趣
.

在非饱和土有效应

力方面提出了多种不同的表达式
〔‘’。’: 。一 22 ’,

但多属于误解
,

笔者在文〔15
,

23 〕中进 行 了 澄

清
.

最后
,

我们把 (3
.

2功式推广到更一般情况
.

设多孔介质的孔隙中有N种不溶混的流体
,

孔 隙压力依次为尸
: < 尸: < ⋯ < 尸N ,

对应的饱和度为
s * ,

句
,

⋯
, : 二 ,

且
s ,

+ 5 2

+ ⋯ + s , 二 1
.

(3
.

2 8 )

则有效应力为
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·

一
X N 一 1

尸N 一 1一 X N尸N (3
.

2 9 )

式中
、........!

、

2.........了
, 飞 1 、 。汀 1

xl = K
“

气
一
元污‘万一尸

一

), 价一
‘、

气了面耘加
一

俞)

_ _

1 1
x 、 一 、

二式
”

气K (si 十‘
2

+..
·

+s

1

K (
5 1 + 5 2 +

’、
二2 )、

一

)
(3

.

3 0 )

x 二一 、
·

(资
、 一 K (

、抓、
)、

一

)
当多孔骨架材料不可压缩 (K

。

”OO )且孔隙中只有两种流体时
,

则

Xl =
一

瓦石不 二乃
K 飞

X Z
~

l 一
了

: 1 ” 一 X
(3

.

3 1 )

(3
.

29 )式就退化为(3
.

2 2 )式
.

四
、

本构关系和封闭方程

在场方程的25 个未知量中
,

选 户
, ,

多
, ,

本构变量
.

但由(2
.

2a )知
, 。只依赖于X 二

,

应变
,

而应变由几何关系

T 和 s
为13 个相关本构变量

,

其余 12 个均可作为

故可 以省去
。 .

考虑到应力一应变关系中必须包含

。= 一 仁vX
,

+ (, X
,

)肠〕/ 2

确定 (上式中的
.
号表示转置)

,

所以本构变量中还应

(4
.

1 )

包 含 e
.

这样一来
,

独立的本构变量

共有 1 7个
,

即P , ,
.

P , ,

X 二
,

为了建立 13 个本构方程
,

X }
,

X 二和 “
.

首先由等存性原理知
, T

,

乡
, ,

乡
, 和 s

都是 P , ,
P , ,

X 二
,

X ;
,

X 石和‘的函数

尸, 及 : 有关
.

.

再由Cu ri e对称原理知
:

乡
, 和 户

g

只与X 二
, X ;及X 二有关

,

而 T和 s只 与尸”

以下分别确定这些本构关系
.

扩散阻力的本构关系

乡
, 一 ,

、

(x 二
,

x ;
,

戈二)
,

,
,
一 ,

2

(x 二
,

x ;
,

x 二)
(4

.

2 )

设

以了
L

为例 它必须满足客 观性原理
, 按照标架变换规则

〔’“’可得

Q户
, 二 f

,

(亡(才) + QX 二+ 众X
, , 云(, ) + QX ; + 晓X

, ,
亡(t) + QX 二+ OX , ) (4

.

3 )

要求对所有的
。 (‘)和正交变换Q(t )

,

了
:

的形式保持不变
,

特别地
,

取Q(r) = 1
,

O(, ) = o及亡(t)

一月
,

蓬
表明

,

则(4
.

3) 给出

乡
, 二f

, (x 卜 x 二、 x 二一 x 二)

本构函数f
:

只能通过速度差X ; 一 X 二和X 二一 X 二依赖于大 ;
,

(4
.

4 )

x ;和X 二
.

同理

乡
,
= f

Z

(X ; 一 X ;
,

X 二一 X ; )

显然
,

x ; 一 x ;和x 二一 x ;就是水和气在土中的相对渗透速度

受到的渗透阻力
.

如定米
‘

x ; 一 x 卜。
,

x 二一 X 二= 。

为渗流的平衡态
,

则 由多
, 和 多

, 的物理意义可知

粼 二式 = 。

(4
.

5 )

,

而 P 了和P ,
就是水和气 所

(4
.

6 )

(4
.

7 )
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上标 + 表示平衡态的值
.

对于平衡态的小的偏离
,

即渗透速 度 较 小 时
,

由(4
.

4)
、

(4
.

5) 及

(4
.

7)
,

并考虑到渗透 阻力与渗流方向相反
,

应有

乡
了= 一君

, ,

(X ; 一 X 二)一舀
, 2

(x 二一 X 二)
,

乡
,
= 一省

: :

(X ; 一 X 二)一省
: 2

(X 二一 x 二)

(4
.

8 )

其中巳利用了基本假设 3 ,

土的渗透性是各向同性的
.

式中 占
, ‘,

舀
, : ,

氛
, ,

条:
都是材料参数

.

(4
.

5) 式表明
: 水

、

气渗流不仅会受到 因本身对土骨架作相对运动而产生的阻力
,

而且 两 种

流体间也存在着阻力
,

它们是互相牵连的
.

2
.

土骨架变形的本构关系

由平均应力定理
〔2“’知

,

混合理论中的固相应力实际上是粒间应力的表观值
,

用这 种 应

力建力本构关系包含着数目较多且难以确定的参数
〔“‘’.

总应力则和土 骨 架变形之 间没有明

确的对应关系
.

有效应力原理指 出
,

决定土骨架变形的是有效应力
,

因此用有效应力建立土

骨架变形的本构关系是恰当的
.

根据有效应 力的概念
,

可设

o = f : (c ) (4
.

9 )

客观性原理要求

Q叮Q劳 = f3 (Q‘Q
粉) (4

.

1 0 )

即 Qf3 (。)Q长 = f
。

(Q‘Q朴) (4
.

1 1 )

满足(4
.

1 1) 的函数 f
。

称为各向同性张 量函数
〔“”, ““’.

由于 “和‘都是实二阶对称张 量
,

故 (4
.

12 )

成立的充要条件是
q = 久

。
I+ 久: , + 久: “么 (4

.

1 2 )

其中 凡
,

久:和几都是 ‘的三个不变量的函数
.

由小变形假设
,

略去二阶以上的量
,

(4
.

1 2) 就

简化为广义 H o o k 定律
叮 ~ 几口l+ 2拼e (4

.

1 3 )

式中8 = 七r 。
,
几和拼是 L a m e 常数

、

3
.

饱和度的本构关系

前已述及
, s
只和。,

尸了及尸g
有关

,

故可设

s == f
4 (。

,
P f ,

P g ) (4
.

1 4 )

但因
:
是标量

, 。是二阶张量
,

故 :
对 “的依存关系只有通过 , 的三个不变量才能实现

.

作为

初步研究
,

暂不考虑其第二
、

第三不变量对
: 的影响

,

(4. 14 )简化为

s = f
‘

(8
,

P 了,
P , )

·

(4
.

15 )

据此
,

并参照土壤物理学研究的成果
,

我们通过试验得出的f
‘

函数为
〔’““

s = a (。)一 b (n )19 〔(P
, 一P r)/ P

a

〕 (4
.

16 a )

式中
,
尸, 一尸了称为土的吸力

.

这里用
。
代替了 e对

“的影响
.

其中的参数
a ,

b由试验测定给出
a = 1

.

6 4 8 6 一 2
.

2 8 5 7 ”,
b = 0

.

6 8 3 0一 0
.

7 3 3 o n (4
.

z 6 b )

在(4
.

8) 中略去水
、

气之间的阻力
,

再代入运动方程(2
.

3)
,

并记

则得

一

令
一

群
,

会一
〔哎罗止

二(X ;二 X 二卜 一

会
一

, p , , ·(‘一)(X ;一 X 二,一
K

。 _

一
二一了

下了
尸g

(4
.

1 7 )

(4
.

1 8 )
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K 了和 K
,

分别称为渗水系数和渗气系数
,

显然
,

它们都与土的密度及饱和度有关
.

上式左边

分别是土中水
、

气渗流的表观速度
,

故土中水
、

气流动都可用 D ar c y 定律描述
,

而 D ar c y

定律的实质是水
、

气运动方程的简化形式
,

简化的条件前已述及
.

把有效应力公式 (3
.

22 )和
、

3
.

2勺代入 〔2
.

3 )第三式
,

得土的总体平衡方程

v
·

a + x vP 了+ (飞一 x )vP , 二 0 (4
.

1 9 )

三相连续方程 (2
.

2)
、

水气运动方程 (4
.

18 )
、

总体平衡方程 〔这
.

拍 )
、

几何方程 (4
.

1)
、

土

骨架的本构方程 (4
.

1 3 )及饱和度
一
密度

一吸力 状 态 方 程 (4
.

场 )共计2 5个方程
,

包含25 个未知

数
:

,

。 , : ,

尸了,

尸
g ,

X
S ,

X ,
.

X
g ,

q , 。,

故它们是封闭的
.

这些方程就是本文提出的非饱

和土固结的物理数学模型
,

其中包含 7 个材料 参数 ; K f ,

K
。, z ,

之
, “, a ,

b
,

它们都可

由试验测定
,

详见文仁2 3〕
。

五
、

增量线性化控制方程组

非饱和土固结的封闭方程组是用全量给出的
,

且式又2
.

2 )
、

(4
.

玲)和 (唾
.

肠)是非线性的
,

这些给求解和应用造成了困难
.

为了能够模拟施工过程和加入复杂的本构关系
,

需要对这些

方程进一步简化
,

并改写成增量形式
.

设土中一点开 始处于平衡状态
,

初始状态量为
。 , : ,

p , ,
P

g , 。 , : ,

X
S ,

X 了 ,

x
, ,

在施加荷载增量后 各量的相应改变量为 6。
,
己: ,

6P , ,

护
, ,

6口
,

6 。
,

6 X
, :

6 X r ,
6X , .

为

了简化问题而又能抓住其主要方面
,

我们略去两个增量的乘积
,

并略去不同量的时间导数与

坐标导数的乘积
.

从而连续方程变为

一筋 + (1 一 n )7
·

6 X 二= 0 (5
.

1 )

n d 亏+ s占疮+ n : v
·

6 X ; = o (5
.

2 )

一 。d应+ (1一 s )占厅+ , : (1 一 : )dP
,

/P
。
+ n (1 一 s )v

·

6X 二= o (5
.

3 )

把水
、

气的运动方程取散度得
n ·夕

·

6 X 卜 ,
·

6X ‘卜 一

会
, 2

(护
, )

·〔‘一 , (,
·

6X 二一 ,
·

6X 二,
一份

, 2

(dp
·

)

5
,

4 )

(5
.

5 )

(这
.

1 9 )
、

(4
.

1、
、

(4
,

13 )简化为

v
l

(6仃) + x v (dP r ) + ( !一 x }vdl
〕, ~ 0

6 : = 一 [ v (6 X
:

) + (v (SX
。

))爷〕/ 2

6仃二 凡己8 1+ 2拼6 e

由(5
.

1 )得

d厅二 (1 一 n ) v
·

6 X 二= 一 (1 一 n )占沙

把 (5
.

9 )
、

(5
.

4 )和 (5
.

5 )代入 (5
.

2 )和 (5
,

3 )

(5
.

6 )

(5
.

7 )

(5
.

8 )

(5
.

9 )

·“, 一“, 一

令
, 2

。护
, )

一“‘一 (1一 , 占‘+
·(卜

·)

臀一介
; 2

(护
,

)

(5
.

1 0 )

(5
.

工1 )

这是两个重要的控制方程
.

为了说明它们的意义
,

兹考察两个极端情况
。

1
.

饱和土
. : 二 工

,
d应= o ,

护
, 二 o , 1一 : ‘ o ,

(5
.

1 1 )自行消失
,

(5
.

10 )变为



非饱和土固结的混合物理论 (1 )

、声
沪.
份凡9口4八工‘.工

K
, _ 。 , 。

n
、

一 O口==
一丁一 丫

‘

又。厂 r )
r ,

这是B io 七理论的连续方程的增量形式
L’7 ’,

Bi 。七理论是本模型的一个特例
.

(5
.

而 (5
.

6 )则 因x 二 1化为 B io t理论的平衡方程
,

2
.

饱气土 (干土 )
, s = o ,

d舌~ o ,

护
了一 0 ,

(5
.

1 0 )自动消失
,

_

JP
。

K
。 _ 。 , 。

。
、

一 占J+
n (1一 s )一浩工

~

一 长兰
声

, 2

(护
, )

厂
g 丫了

由 B o y le 定律知
, 。二1一

: )占户, /尸 ,
代表单位 土体积 中气体的压缩率

,

率等于气体的压缩率与排气 量之和
.

因而上式即是干土的连续方程
.

把 (5
.

1 0 )和 (5
.

1 1 )相加可得
,

而 (5
.

1 1)变为

(5
.

1 3 )

故上式意味着土的压缩

、

占P
。

K
, _ , , 。

。
、 .

K
。 _ , , 。

。
、

一 0 日十 n 气1 一 S 少
一

b 二 = 不一
.

V
一

Lo厂 ,) 宁下万一 V
一

L0 1 )

妇
上 g 犷了 r 了

(5
.

1 4 )

这就是非饱和土的总体连续方程
,

但它不是独立的方程
.

饱和度
一密度一

吸力状态方程(4
.

16 )的增量形式是

击 = 动0 + 刀护
了+ 下占尸,

a = (1 一 n )(2
.

2 8 5 7 一 0
.

7 3 3 0 19 〔(P , 一 P l )/ p
。

] )

刀= 0
.

4 3 4 3 (0
.

6 8 3 0 一 o
.

7 3 3 0 n )
, / (P , 一P , )

夕= 一刀

其中利用T (5
.

9 )
.

把 (5
.

7 )
、

(5
.

8 )代入 (5
.

6 ) ,
把 (5

.

1 5 )代入(5
.

10 )和 (5
.

1 1 )
,

和土固结的增量线性化控制方程组

“V Z

(6 X
,

)+ (几+ “)v 7
·

(6 X
,

) 一 X v (胡
, )一 (1 一 X )v(护

, )二 o

(5
.

]
.

sa )

(5
.

1 5 b )

(5
.

15 e )

(5
.

15 d )

即得到非饱

、,尹内匕
�

月. .

.

一匀了‘、

、

!
�

!
.7

_ _ _ . _ .

_ 。 ‘ 。

“ K
, 。 , 。

~
、

ts 一 a n ) V
·

( 6入 二) 十户”〔O P , 一 d P ,
) = 丁

生 V
‘

七。厂 , )
犷f

( , -

一
) ,

·

( 6 X 二) 一刀
· (“p , ) +

〔
n (飞一 s )
尸 g

.
。 〕

。 ‘ K
。 。 。

一
、

一 p n

」
“尸 “ =
下

,
“

L叮
“)

(5
.

16) 共 5 个方程求解 5 个未知量
:

护
了,

护
, 和6 X

: ,

仍包含 7个材料参数
: K 了,

K , ,

X,

凡
, “, a , b

.

(5
.

16) 概括了非饱和土的三相连续方程
、

水气运动方程
、

总体 平 衡 方 程
、

几

何方程
、

有效应力方程
、

理想气体的状态方程
、

广义 H O o k 定 律及饱和度一密度
一吸力状态

方程共n 方面的关系
,

每一个方程都包含了 5 个基本未知量
,

充分体现了应力场
、

应变场与

渗水
、

渗气场的祸合效应
.

尽管 7 个材料参数都与饱和度及土的密度有关
,

但这 并 不 影 响

( 5
.

16 ) 的使用
.

因为控制方程 以增量形式给出
,

在每一次增量过程中
,

可以把材料参数视为

常数
,

而在增量过程的末尾根据实际的饱和度与孔隙率调整它们的值
,

供下一个增量过程使

用
,

从而为考虑土的非线性本构关系及模拟施工过程提供了方便
.

应用控制方程 ( 5
.

1 6) 已求得了一维问题的解析解和二维问题的有限元解
〔2 3 ’,

有关 结 果

将另文讨论
,

[ 4 ]
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U n s a t u r a t e d 5 0 115
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